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Figure 1 : contraintes imposées sur une pièce

Introduction
L’objectif de ce travail est de réaliser un outil d’analyse de gammes d’usinage. Les bases du travail ont
été établies lors d’un projet de recherche effectué en collaboration avec la firme RENAULT entre 1995 et
1998 [ren98]. De ce fait, le cadre de recherche est centré sur les problèmes spécifiques de l'industrie
automobile, sans pour autant être limité à ce seul domaine.

La conception de gammes d’usinage est la tâche principale du bureau des méthodes (BM). Elle consiste
à établir toutes les étapes de la fabrication d’un produit avant de lancer la production en grande série.
Cette phase de pré-production est relativement longue. Elle débute parfois deux à trois ans avant la mise
en production. In fine, il faut respecter deux contraintes majeures (figure 1) : les spécifications du bureau
d’études (BE), qui portent sur le produit fini, et les contraintes de production, en particulier les cadences
de production. Dans le domaine automobile, celles-ci sont très élevées. Pour donner un ordre de grandeur,
le groupe RENAULT produit environ 2,4 millions de moteurs par an.

La conception de la gamme de fabrication implique un grand nombre de choix : les opérations, les outils,
les conditions de coupe, les prises de pièce, …, jusqu’à la sélection des moyens de production. Une des
décisions initiales importantes est le choix du type de ligne de production : transfert ou flexible. Sur une
ligne transfert, la pièce est convoyée d’une machine à l’autre et chaque machine est mono-tâche. Par
contre, une ligne flexible est constituée de machines polyvalentes, appelées aussi centres d’usinage,
capables de réaliser plusieurs types d’opérations et de pièces. L’avantage des lignes flexibles est de
pouvoir adapter la production à l’évolution de la demande. Par contre, les machines-transferts autorisent
généralement des cadences de production plus élevées et ont un meilleur comportement dynamique que
les machines flexibles (plus grande rigidité). Comme la réalisation d’une nouvelle ligne représente un
investissement de quelques dizaines de millions d’euros, ce type de décision doit s'entourer d'un
maximum de précautions.

Les outils numériques utilisés par le bureau des méthodes pour concevoir des gammes d’usinage sont des
logiciels de CFAO, par exemple CATIA ou PRO-ENGINEER. Ils permettent d’effectuer la plupart des tâches
classiques comme le calcul des chaînes de cotes, la détermination des temps de cycle ou l’écriture des
programmes machines. Cependant, à l’heure actuelle, ces logiciels n’intègrent pas encore tous les
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Figure 2 : surface usinée réelle et surface nominale

Figure 3 : surface usinée avec et sans broutement [har04a]

problèmes liés à l’usinage. L’objectif du travail est d’enrichir la chaîne de CFAO en y intégrant deux
fonctionnalités essentielles, le calcul des erreurs géométriques des surfaces usinées et la prévision des
problèmes de vibration.

Par essence, toute opération d’usinage engendre une surface imparfaite car le système pièce-outil-
machine n’est pas infiniment rigide. A cause des sollicitations mécaniques et thermiques induites par la
coupe, il subit des déformations durant l’usinage. La surface usinée réelle présente donc
systématiquement des déviations par rapport à la surface nominale théorique (figure 2). Les erreurs
géométriques de la surface usinée sont de plusieurs natures :

- erreur de forme,
- erreur d’orientation,
- erreur de position.

Elles doivent être plus petites que les tolérances imposées sur la surface par le bureau d’études
(tolérances de forme, d’orientation et de position). Pour l’exemple de la figure 2, l’erreur de forme
s’appelle l’erreur de planéité, c’est-à-dire la déviation de la surface par rapport à un plan.

Durant l'opération d'usinage, les sources de vibration sont multiples : chocs lors des entrées répétées de
l’outil dans la pièce, discontinuités de la matière coupée, forces de coupe périodiques, … Il y a deux
mécanismes de vibration : les vibrations forcées et les vibrations auto-excitées, qu’on appelle aussi
broutement. Dans certaines conditions, les vibrations ont tendance à croître, ce qui provoque une usure
prématurée de l’outil, voire la casse pure et simple de l’outil et/ou de la machine. De plus, lorsque le
niveau de vibrations est trop élevé, la surface obtenue est de très mauvaise qualité (figure 3). Les



Introduction page 5

problèmes de vibration sont résolus soit en modifiant les conditions de coupe comme la fréquence de
rotation, soit en modifiant les caractéristiques mécaniques du système (rigidité, amortissement).

L’intérêt de la simulation des erreurs géométriques et des problèmes de vibrations est triple :

 vérifier que les opérations de la gamme d’usinage sont conformes aux tolérances imposées et
correspondent à des conditions de fonctionnement stables d’un point de vue dynamique;

 améliorer le réglage de chaque opération en comparant les différentes solutions possibles;
 faire des recommandations au bureau d’études sur la géométrie de la pièce.

Ce dernier point est très important. Il est essentiel que, lors des premières étapes de la conception d’une
pièce, le bureau des méthodes puisse détecter certains problèmes et proposer au bureau d’études les
modifications à apporter à la pièce : augmenter la rigidité à certains endroits, diminuer les zones en porte-
à-faux, modifier les zones de fixation, … De manière plus générale, la simulation doit permettre aux
concepteurs de gammes d’usinage de fonder leurs choix sur des éléments concrets et non plus de manière
empirique. La simulation a aussi un caractère didactique, en ce sens qu’elle permet de comprendre
pourquoi certaines conceptions sont bonnes et d’autres pas.

Tous les composants du système pièce-outil-machine ont leur propre flexibilité. Ils ont donc tous une
influence sur les erreurs de la surface usinée et sur le comportement dynamique du système. Cependant,
selon le type d’opération, certains éléments ont plus d’influence que d’autres. Ainsi, dans le domaine
aéronautique, les surfaces réalisées requièrent très souvent des outils minces (usinage de poches,
perçages, réalisation de surfaces complexes, …) dont la grande flexibilité est la cause de broutement. Ce
type de problème a été largement étudié depuis les années soixante, car il représentait un frein à
l’augmentation de la productivité autorisée par l’amélioration des performances des outils de coupe. A
l’heure actuelle, les problèmes de broutement dus à la flexibilité de l’outil sont relativement bien
maîtrisés. Il existe d’ailleurs des logiciels spécialisés qui permettent de déterminer des conditions de
fonctionnement stables.

Dans le domaine automobile, la plupart des opérations consistent à réaliser des surfaces planes ou
cylindriques avec des outils beaucoup plus rigides que ceux utilisés dans le domaine aéronautique. Dans
ces conditions, on peut admettre que la partie la plus flexible du système est la pièce elle-même, et
négliger la flexibilité de l’outil et de la machine-outil. Dès lors, nous n’étudierons dans ce travail que les
opérations d’usinage pour lesquelles cette hypothèse est avérée, à savoir le fraisage en bout, le tournage
et l’alésage, ce qui correspond à une grande partie des opérations réalisées dans le domaine automobile.
Les pièces réalisées selon ces procédés sont, entre autres, les faces des carters-cylindres, les fûts de
cylindres, les culasses, les moyeux et les carters de boîtes de vitesses et les disques de frein. C’est sur
ce type de pièces que les tolérances sont très fines et que la maîtrise des erreurs géométriques a une
grande importance.

Pour modéliser le système, limité à la pièce et aux éléments de serrage, nous avons choisi la méthode des
éléments finis. Pour des applications réalistes, il faut utiliser des maillages volumiques de grande taille
pour lesquels le temps de calcul est élevé. Le but de ce travail n’est pas seulement de mettre au point une
méthode de simulation de l’usinage mais de développer un outil qui puisse être utilisé de manière
intensive en milieu industriel. Cet outil doit permettre de tester un grand nombre de configurations sans
que le coût de calcul ne soit prohibitif. Il faut donc porter une attention particulière à l’efficacité du
calcul.



1. Exposé du problème

Avant d’entrer dans le vif du sujet, il nous semble utile d’exposer quelques notions de base sur l’usinage.
Tout d’abord, nous rappelons quelques grandes étapes du développement des machines-outils. Cet
exposé montre que le principe même de l’usinage par enlèvement de copeaux est ancien et que les
machines modernes ne sont somme toute que des descendantes sophistiquées des premières machines
comme le tour de potier. En outre, il met en relief la place prépondérante qu’occupe le domaine
automobile en tant que débouché pour les machines-outils. Ensuite, nous présentons quelques notions
de base sur les principaux procédés d’usinage par enlèvement de copeaux qui sont abordés dans le
présent travail - le tournage, le fraisage et l’alésage. Enfin, nous décrivons les grands principes de la
coupe des métaux ainsi que les premiers modèles théoriques qui ont permis de mieux comprendre ce
processus, notamment les travaux d’Ernst et Merchant. Nous dressons également un état des lieux de
la connaissance dans le domaine de la coupe. En conclusion, nous établissons les différents objectifs que
nous désirons atteindre au terme de ce travail, à savoir l'analyse des erreurs de forme et celle des
phénomènes d’instabilité dynamique.
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Figure 4 : tour de potier et tour à bois

1.1. Historique de la machine-outil
Le tour de potier est la première machine-outil de l’histoire. Les plus anciens remontent au mésolithique
(-10000 à -4000). Leur principe était déjà le même que celui des tours modernes : la pièce tourne et
l’outil façonne la forme. L’entraînement de la pièce était assuré par un système de pédalier. Les
premières applications furent la poterie et le travail du bois. Les outils étaient soit des outils de forme
ou la main de l’artisan pour la poterie, soit des ciseaux à bois.

Il faut attendre le début du Moyen Age pour voir apparaître des machines destinées à travailler le métal
de façon précise. Les premières réalisations furent des pièces d’horlogerie (axes et roues dentées). Vers
le milieu du 16ème siècle apparurent des machines de plus grande taille entraînées par l’énergie
hydraulique et destinées à aléser les fûts de canons. Avec l’avènement du moteur à vapeur, mis au point
par James Watt en 1776, le développement des machines-outils s’accéléra. Il fut favorisé par plusieurs
facteurs. Tout d’abord, grâce au moteur à vapeur, les industries manufacturières purent s’installer et se
développer partout puisqu’elles n’étaient plus dépendantes de l’énergie hydraulique. Ensuite, aux 18ème

et 19ème siècles, l’industrialisation de plus en plus rapide (chemins de fer, industries textiles, …) fournit
un grand nombre de débouchés nouveaux pour les machines-outils. Enfin, les progrès réalisés en
métallurgie permirent de mettre au point des outils de plus en plus performants. Le progrès le plus
significatif fut l'apparition des aciers rapides (High Speed Steel, HSS), découverts par Mushet en 1868.
Il s'agit d'aciers fortement alliés (chrome, tungstène) et à haute teneur en carbone. Vers la fin du 19ème,
Taylor et White mirent au point le traitement thermique qui rendit les aciers rapides capables de
supporter de hautes températures, de l'ordre de 600°C, ce qui permit d'atteindre des vitesses de coupe
beaucoup plus élevées qu'auparavant.
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1 A l’heure actuelle, l’industrie automobile demeure le premier marché des machines-outils.

Figure 5 : tour à fileter vers 1740 [sou40]

Figure 6 : centres d’usinage modernes [nic04, mcm04, dan04]

Au début du 20ème siècle, les machines-outils étaient déjà très similaires aux machines actuelles, d’autant
plus que le moteur électrique avait commencé à remplacer le moteur à vapeur. L’industrie automobile
offrit aux fabricants de machines-outils le plus vaste marché qu’ils aient jamais eu1. En effet, la
fabrication d’automobiles requiert non seulement des pièces de grande précision (moteur et transmission)
mais surtout des volumes de production considérables. La fabrication en série, prônée par Henry Ford,
allait avoir une grande influence sur la conception des machines-outils. Celles-ci devaient être de plus
en plus spécialisées, voire même mono-tâche, les pièces étant convoyées automatiquement d’une station
à l’autre sur la ligne de production. L’investissement en capital, très lourd pour ce type de machines, fut
compensé par une cadence de production beaucoup plus grande et, consécutivement, un coût unitaire
moindre.

Jusqu’au début du 20ème siècle, les fabricants de machines-outils se trouvaient en Europe (Angleterre,
Allemagne, France et Belgique) et aux Etats-unis. Par la suite, de nombreux pays s’industrialisèrent
rapidement (Japon, Union Soviétique, …). Les deux guerres mondiales contribuèrent aussi fortement au
développement de nouvelles conceptions de machines, de nouveaux outils et de nouvelles techniques.
Ainsi, dans les années vingt, l’entreprise allemande Krupp mit au point les plaquettes en carbure de
tungstène, ce qui représenta un nouveau bond dans les performances des outils de coupe. A la fin de la
seconde guerre mondiale, l’industrie aéronautique devint un des marchés les plus importants de la
machine-outil. Il faut noter que les besoins des entreprises aéronautiques sont très différents de ceux de
l’industrie automobile. En effet, il s’agit plutôt de petites séries de pièces très complexes pour lesquelles
il faut des machines polyvalentes capables de réaliser toute une gamme d’opérations diverses (fraisage,
rainurage, perçage, taraudage, …). Avec le développement des ordinateurs apparut une des dernières
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Figure 7 : éléments d’une machine-outil (a) et définition des axes d’une machine 5-axes (b) [pru93a]

innovations majeures dans le domaine de l’usinage : la commande numérique.

A côté des machines classiques, dont le principe de fonctionnement est l’enlèvement de copeaux (tours,
fraiseuses, aléseuses, …), apparurent des machines-outils basées sur des techniques différentes, comme
l’électroérosion, le découpage par jet d’eau et le découpage au laser. Ces procédés d’usinage sont utilisés
pour des applications spécifiques (usinage du verre, découpage de tôles minces, …). A cause de leur coût
d’utilisation élevé et de leur champ d’applications limité, ces machines restent beaucoup moins
répandues que les machines-outils classiques.

1.2. Aspects technologiques

1.2.1. Interactions pièce-outil-machine

Une machine-outil est composée d’un élément fixe, qu’on appelle le bâti, sur lequel sont disposés des
éléments mobiles qui assurent les différents mouvements nécessaires à l’usinage de la pièce (figure 7a).
Le bâti de la machine est fixé directement sur le sol ou sur un socle spécial qui permet de l’isoler des
vibrations engendrées par les machines-outils voisines. Le bâti est réalisé dans un matériau amortissant
comme la fonte, de manière à absorber le plus possible les vibrations générées lors de l’usinage.

L’enlèvement de la matière est produit par deux types de mouvements : un mouvement de coupe et un
mouvement d’avance. La coupe correspond à un déplacement relatif de l’outil dans la matière à une
vitesse très élevée, qu’on appelle vitesse de coupe. Sur un tour, le mouvement de coupe est assuré par
la rotation de la pièce tandis que sur une fraiseuse, il est assuré par la rotation de l’outil. L’élément qui
fait tourner la pièce ou l’outil s’appelle la broche. La puissance nécessaire pour usiner est principalement
absorbée par la coupe.

Le mouvement d’avance est assuré par les déplacements relatifs de la pièce et de l’outil. Ces différents
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Figure 8 : sollicitations du système

déplacements dépendent du type de machine. Sur une fraiseuse trois-axes, la table de la machine, sur
laquelle est fixée la pièce, se déplace sur des glissières selon les trois axes principaux ,  et . LeX Y Z
déplacement selon l’axe  est parfois assuré par le déplacement de la tête de la fraiseuse, qui contientY
la broche. Sur les centres d’usinage, un ou plusieurs degrés de liberté de rotation (figure 7b) sont ajoutés
aux trois déplacements de base : rotation de la table dans le plan horizontal, basculement de la table, …
On parle alors de machine quatre-axes, cinq-axes, … Sur un tour classique, l’outil peut se déplacer selon
deux axes, l’axe de rotation de la pièce  et l’axe perpendiculaire (radial) noté .Z X

Durant l’usinage, l’ensemble pièce/outil/machine forme un système en boucle fermée où tous les
éléments interagissent les uns avec les autres (figure 8). Les sollicitations internes sont des sollicitations
mécaniques (forces d’inertie dues aux déplacements de la table, présence d’un balourd au niveau de la
broche, …) et thermiques (chaleur générée par la coupe, échauffement des pièces en mouvement, …).
Le système subit également des sollicitations externes dues à l’environnement de la machine (variations
de la température ambiante, vibrations). Toutes ces sollicitations ont une influence sur le processus
d’usinage.

Dans ce travail, nous nous intéressons plus spécialement à la pièce usinée et donc aux éléments du
système qui sont en contact direct avec la pièce : l’outil et le dispositif de fixation de la pièce sur la
machine (bridage). Nous étudierons uniquement les opérations d’usinage pour lesquelles on peut
admettre que les éléments les plus flexibles du système sont la pièce et les éléments de fixation. La
flexibilité des différents composants de la machine-outil (bâti, table, broche, …) ainsi que celle de l’outil
seront négligées. Le système étudié se limite donc à la pièce supportée par des structures flexibles qui
la relient à la machine. Seules les sollicitations mécaniques appliquées directement sur la pièce seront
prises en compte :

 les efforts engendrés par la coupe,
 les efforts de serrage.

1.2.2. Tournage, fraisage, alésage

Dans ce travail, nous étudions uniquement trois types d’opérations d’usinage : le fraisage en bout, le
tournage et l’alésage. Pour ces trois opérations, l’outil est relativement rigide par rapport à la pièce, ce
qui permet de négliger sa flexibilité propre dans l’analyse du comportement du système. Notons que les
déformations de la pièce sont intrinsèques à toutes les opérations d’usinage par enlèvement de copeaux.
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Figure 9 : axes du tour, opérations au tour et outils de tour [san04]

Dès lors, la modélisation proposée dans ce travail n’est pas limitée à ces trois seules opérations.

Tournage

Le tournage est le plus ancien des procédés d’usinage. Son principe est exactement celui du tour utilisé
par les potiers où la pièce en argile est entraînée en rotation et façonnée par des outils de mise à forme
ou par la main du tourneur.

La pièce tourne autour de l’axe  avec une fréquence de rotation  (figure 9). La forme de la pièceZ N
usinée est engendrée par le déplacement de l’outil dans le plan , où  est l’axe radial. PlusieursZX X
opérations peuvent être réalisées au tour. Chaque opération se caractérise par la trajectoire de l’outil dans
le plan  et le type d’outil (figure 9). Dans ce travail, seuls le dressage et le chariotage sont étudiés. CesZX
deux opérations correspondent à l’essentiel des opérations réalisées dans le domaine automobile : arbres
de transmission, disques de freins, manetons de vilebrequin ou d’arbre-à-cames, carters de boîte de
vitesses, … Le tournage conique pourrait être modélisé comme le chariotage en considérant une direction
d’avance inclinée sur l’axe .Z

Les deux composantes de la vitesse relative entre l’outil et la pièce sont la vitesse de coupe , qui estv
tangentielle, et la vitesse d’avance  dans la direction de déplacement de l’outil. La vitesse de coupevf
dépend de la fréquence de rotation et du diamètre de la pièce usinée , soitD

(2)v  D N

Le diamètre usiné  correspond au double de la distance entre le bas de l’outil et l’axe de rotation. LaD
vitesse d'avance dépend de l'avance par tour  et de la fréquence de rotation , soitf N

(3)vf  f N

L’avance par tour a une grande importance car elle détermine l'épaisseur du copeau, les forces de coupe
et la rugosité de la surface usinée. L’outil applique un effort total  que l’on décompose usuellementF
selon trois directions :

 la force de coupe  selon la direction de la vitesse de coupe,Fc
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Figure 10 : moyeu d’alimentation d’huile de boîte de vitesses

Figure 11 : opérations de fraisage; les surfaces usinées sont coloriées en jaune

 la force d’avance  selon la direction de la vitesse d'avance,Ff
 la force passive  qui est perpendiculaire aux deux autres et à la surface usinée.Fp

La puissance à la broche, qu'on appelle aussi puissance de coupe, est égale au produit de la force de
coupe  par la vitesse de coupe . La puissance nécessaire pour déplacer l'outil est quant à elle égaleFc v
au produit de la vitesse d'avance  par la force d'avance . Enfin, la troisième force est qualifiée devf Ff
passive car elle ne développe aucune puissance, la vitesse selon cette direction étant nulle.

Pour les opérations réalisées au tour, les efforts de coupe ne fluctuent quasiment pas, sauf lorsque la
matière coupée n’est pas uniforme : inégalités de la surépaisseur de la pièce brute, mauvais alignement
de l’axe de la pièce et de l’axe de rotation ou discontinuités de la surface usinée (figure 10). Dans ce cas,
on retrouve dans le contenu fréquentiel des forces de coupes des multiples de la fréquence de rotation
du tour , , …N 2N

Fraisage

Une fraise présente plusieurs dents ou plaquettes qui travaillent simultanément. Il existe une grande
variété d'opérations de fraisage (figure 11) et de types de fraises (figure 12). Dans ce travail, nous nous
intéressons uniquement au fraisage en bout, c’est-à-dire aux opérations de surfaçage. Les applications
typiques du fraisage en bout sont le surfaçage des carters-cylindres, des culasses ou des carters d’huile.
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Figure 12 : types de fraises [san04]

α
π

=
2
Z

h( )θ

sinZ rf κ

Figure 13 : forces de coupe en fraisage en bout (a) et épaisseur de coupe (b)

En fraisage, la rotation de l’outil est assurée par la broche de la machine-outil. La vitesse de coupe
dépend de la fréquence de rotation de la broche  et du diamètre de la fraise  selonN D

(4)v  D N

La vitesse d’avance est liée à la fréquence de rotation, à l’avance par dent  et au nombre de dents defZ
la fraise  parZ

(5)vf  Z fZ N

L’effort total appliqué par une dent est décomposé de la même manière qu’en tournage. La force de
coupe  est tangentielle à la trajectoire de la dent, la force d’avance  est exercée selon la directionFc Ff
radiale et la force passive  est perpendiculaire aux deux autres et pointe vers la pièce (figure 13a). EnFp
fraisage en bout, l’épaisseur de coupe varie avec la position angulaire de la dent par rapport à l’axe
d’avance, mesurée par l’angle  (figure 13b). Elle vaut
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Figure 14 : évolution des forces de coupe en fraisage en bout Figure 15 : composantes fréquentielles

Figure 16 : décalages axial et radial d’une plaquette (a) et rugosités théorique et réelle (b)

(6)h ( )  fZ sin r cos

où  est l’angle de direction d’arête de l’outil (cf. chapitre 1.2.4). L’épaisseur de coupe est maximaler
lorsque la dent se trouve sur la direction d’avance pour laquelle l’angle  est nul. Chaque dent suit une
trajectoire cycloïdale puisqu’il s’agit d’un mouvement simultané de translation et de rotation.

Toutes les opérations de fraisage engendrent des efforts de coupe périodiques, à cause des entrées et
sorties continuelles des dents dans la matière. La figure 14 illustre l’évolution des forces exercées par
l’outil selon les trois directions lors du fraisage en bout d’une plaque rectangulaire. Une analyse du
contenu fréquentiel des forces montre que les seules composantes que l’on retrouve dans le signal sont
des multiples de la fréquence d’entrée des dents : , , … (figure 15).ZN 2ZN

En réalité, les plaquettes d’une fraise ne sont jamais parfaitement réglées (figure 16). C’est ce qui
explique que la rugosité en fraisage en bout est proportionnelle à l’avance par tour  et non àf  Z fZ
l’avance par dent . Les efforts appliqués varient d’une plaquette à l’autre, si bien que le contenufZ
fréquentiel des forces appliquées par la fraise n’est pas aussi net que celui présenté à la figure 15 : on
retrouve également dans le signal des composantes en , , … qui restent cependant nettement plusN 2N
faibles que les harmoniques principaux.
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Figure 17 : outils d’alésage [san04]

Alésage

Contrairement au fraisage en bout et au tournage, l’alésage est un usinage intérieur, ce qui signifie que
l’outil se trouve à l’intérieur de la pièce. Il existe plusieurs techniques d’alésage :

 au tour,
 au grain,
 à la barre à aléser,
 à l’alésoir.

L’alésage au tour est en tous points similaire au tournage. On utilise cette technique uniquement pour
les alésages courts, vu la flexion importante que subirait un outil trop long. En alésage au grain (figure
17a), l’outil présente une ou plusieurs plaquettes de coupe, appelées grains. Le mouvement de coupe est
assuré par la rotation de l’outil. L’axe d’avance est l’axe de rotation. Pour les alésages profonds, on
utilise plutôt une barre à aléser montée sur une machine-outil spécifique et généralement supportée aux
deux extrémités (figure 17b). Dans les deux cas, l’outil peut être muni de galets qui le guident sur la
surface déjà usinée. On utilise une barre à aléser pour usiner les paliers de vilebrequin et les paliers
d’arbre-à-cames. L’alésage au grain est quant à lui utilisé pour usiner les fûts de cylindres et les
logements de soupapes. Enfin, les alésoirs ne sont utilisés que pour les alésages de petit diamètre. Ce sont
des outils monoblocs : ils n’ont pas de plaquettes mais des arêtes de coupe taillées directement dans le
corps d’outil.

Remarquons que, pour toutes les opérations d’alésage, il ne s’agit pas de percer une pièce pleine mais
de mettre à dimension un trou préexistant. Celui-ci est réalisé par perçage pour les petits diamètres ou
en fonderie lors de la réalisation de la pièce brute. En alésage, l’hypothèse que l’outil est beaucoup plus
rigide que la pièce n’est pas toujours vérifiée. Pour une barre à aléser, elle ne l’est manifestement pas.
Dans ce travail, nous n’étudierons que l’alésage au tour, qui est assimilable à du tournage, et l’alésage
au grain.
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Figure 18 : culasse du moteur F9 sur son adaptateur (RENAULT)

Figure 19 : mandrin concentrique à trois mors [jac92] et mécanisme de serrage à spirale [lon85]

1.2.3. Prise de pièce

Il existe une très grande variété d’éléments de serrage et de mise en position. Pour la réalisation de pièces
unitaires ou de petites séries, on utilise souvent des éléments standard car il n’est pas rentable de
fabriquer des éléments spécifiques. Par contre, pour les moyennes et grandes séries, il s’agit quasiment
toujours d’éléments de fixation réalisés spécialement pour un montage donné. La figure 18 illustre une
culasse sur son adaptateur. Il s’agit d’un support sur lequel la culasse est fixée et qui sert à la fois de
dispositif de bridage de la pièce et de convoyeur entre les différents postes d’usinage. Nous décrivons
ci-dessous deux modes classiques de fixation : le serrage en mandrin et le serrage par un dispositif
bride/support.

Serrage en mandrin

Le serrage en mandrin est utilisé uniquement pour les opérations effectuées au tour. La chaîne
cinématique se compose de la broche terminée par le plateau du tour sur lequel est fixé le mandrin. Le
mandrin le plus classique est le mandrin concentrique à trois mors qui sert à fixer les pièces cylindriques
(figure 19). L’effort de serrage doit être suffisamment important pour que le frottement entre les mors
et la pièce empêche celle-ci de glisser sous l’effet du couple exercé par la force de coupe.
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montage en l'air

toc

montage mixte

montage entre pointes

montage en l'air
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contre-pointe mobile

contre-pointe fixe

Figure 20 : types de montage au tour

Figure 21 : exemple de montage

Pour les pièces courtes, on utilise le montage en l’air pour lequel la pièce est uniquement tenue dans le
mandrin (figure 20). C’est le cas des disques de freins par exemple. Pour les pièces plus longues, deux
types de montages sont utilisés : le montage mixte, où une extrémité de la pièce est fixée dans le mandrin
et l’autre supportée par une contre-pointe, et le montage entre pointes. Pour ce dernier, la pièce est
supportée par une pointe fixe solidaire du plateau du tour et par une contre-pointe mobile, l’entraînement
de la pièce étant réalisé au moyen d’un toc. Comme la contre-pointe mobile doit tourner avec la pièce,
elle est montée sur un roulement.

Système bride/support

Pour les pièces prismatiques, le système de fixation le plus courant consiste à poser la pièce sur des
supports et à la maintenir en position grâce à des brides qui appuient sur la pièce en vis-à-vis des supports
(figure 21). Une fois les brides serrées et pour autant que les forces de serrage soient suffisantes, on peut
considérer que le système support/pièce/bride est un assemblage où chacun des composants résiste aux
sollicitations exercées par l’outil durant l’usinage.
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u

Figure 22 : appui plan et appui sphérique

Le type de support utilisé dépend de la nature des surfaces d’appuis. Pour des surfaces usinées, ce sont
généralement des supports à bout plan. Par contre, pour des surfaces brutes, on utilise parfois des appuis
à bout sphérique de manière à limiter la surface de contact entre la pièce et le support. Pour ce type
d’appui, il s’agit de contact Hertzien pour lequel le déplacement normal  ne varie pas linéairement avecu
la charge axiale sur l’appui  (figure 22). Notons que les appuis sphériques ne sont généralement pasF
utilisés pour supporter des surfaces fonctionnelles car ils provoquent un enfoncement local permanent.

1.2.4. Géométrie de coupe

La géométrie des outils de coupe est très complexe. Dans ce chapitre, nous décrivons les caractéristiques
géométriques les plus importantes et leurs influences sur la coupe, notamment sur les efforts développés
par l’outil.

Outil de rabotage

Prenons d’abord le cas d’un outil simple : l’outil à raboter. Par rapport aux autres opérations, le rabotage
se caractérise par le fait que le mouvement de coupe est généré par un déplacement rectiligne de l’outil
ou de la pièce. C’est le même principe que le rabot du menuisier. Lorsque l’arête de coupe est
perpendiculaire à la vitesse de déplacement de l’outil, on parle de coupe orthogonale. De part et d’autre
de l’arête de coupe se trouvent la face de coupe et la face de dépouille de l’outil (figure 23). L’angle de
coupe normal  mesure l’inclinaison de la face de coupe. Il est mesuré dans le plan , normal à l’arêten Pn
de coupe. La face de dépouille de l’outil est inclinée pour ne pas frotter sur la surface usinée. Cette
inclinaison est mesurée par l’angle de dépouille normal . L’angle de taillant  est celui formé par lan n
face de coupe et la face de dépouille. 

L’arête de coupe d’un outil n’est jamais parfaitement pointue. Elle présente en fait un arrondi dont le
rayon  est de l’ordre du centième de millimètre. C’est pour cette raison qu’en pratique, on ne peut pasrn
prendre un copeau dont l’épaisseur est trop petite car l’outil ne couperait plus la matière mais celle-ci
fluerait sous l’outil.

Pour des opérations d’ébauche, où l’on enlève un copeau de grande épaisseur, on utilise fréquemment
des outils avec un angle de taillant proche de 90° de façon à ce que l’outil soit plus massif et résiste
mieux aux sollicitations. Dans ce cas, l’angle de coupe  est négatif. Toute chose étant constante, lesn
efforts de coupe augmentent sensiblement quand l’angle de coupe diminue.



Chapitre 1 - Exposé du problème page 19

2 En réalité, on distingue deux systèmes de référence : le système de l’outil en main et le système de l’outil en travail, qui
correspond à la géométrie effective de l’outil lors de l’usinage. Pour les opérations que nous étudions, les différences entre ces
deux systèmes sont minimes.
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outil
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-
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plan Pn

coupe négativecoupe positive

Figure 23 : angles de coupe dans le plan normal

Si l’arête de coupe n’est pas orthogonale à la direction de coupe, il s’agit de coupe oblique pour laquelle
le copeau s’écoule latéralement par rapport à la direction de coupe. L’angle formé par la normale à l’arête
et la direction de coupe s’appelle l’angle d’inclinaison d’arête . L’inclinaison de l’arête contrôle las
façon dont le copeau s’écoule et, par conséquent, sa forme.

Outil de tour

Pour les opérations comme le tournage ou le fraisage, les outils sont plus complexes car l’arête de coupe
n’est plus rectiligne. Prenons le cas d’un outil de tour classique. L’arête est constituée de deux parties
rectilignes, l’arête principale et l’arête secondaire, reliées par une partie arrondie qu’on appelle le bec
de l’outil et dont le rayon est noté  (figure 24). Les angles d’outil sont définis dans plusieurs plans2 :r

 le plan de travail , qui contient les directions de coupe et d’avance,Pf
 le plan de référence , perpendiculaire à la direction de coupe,Pr
 le plan normal , perpendiculaire à l’arête de coupe principale,Pn
 le plan de l’arête de l’outil , qui contient l’arête et est perpendiculaire à Ps Pr
 le plan vers l’arrière , perpendiculaire à  et à .Pp Pr Pf

Dans le plan  sont définis l’angle de direction d’arête , l’angle de pointe  et l’angle de directionPr r r
d’arête secondaire . L’angle  est très important car il règle la section du copeau et la répartition des

r r
forces de coupe dans le plan . Plus  est grand, plus la force d’avance augmente et plus la forcePr r
passive diminue. L’angle  est généralement compris entre 45 et 95° selon le type d’opération der
tournage. Il contrôle également la progressivité de l’attaque de la pièce. Plus il est proche de 90° et plus
la rentrée de l’outil dans la matière se produit brutalement, ce qui diminue la durée de vie des plaquettes.
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Figure 24 : outil de tour (coupe positive)

Figure 25 : coupe négative

Pour des opérations de finition, on utilise des plaquettes à coupe positive comme celle illustrée à la figure
24, c’est-à-dire une plaquette avec un angle de coupe normal  et un angle d’inclinaison d’arête n s
positifs ou nuls. Pour des opérations d’ébauche avec des matériaux difficiles à usiner (fontes, alliages
à haute résistance, usinage avec chocs), on utilise plutôt une plaquette à géométrie négative, ce qui
signifie que ces deux angles sont négatifs (figure 25). On remarque la différence de forme de la plaquette
à coupe négative qui est plus massive. Avec une coupe positive, on obtient généralement un meilleur état
de surface, ce qu’on recherche en finition.

Fraise

Une fraise en bout possède plusieurs plaquettes, généralement toutes identiques. Leur géométrie est
définie dans le même système de plans que celle des outils de tour. Cependant, en fraisage, on utilise plus
fréquemment les angles  et  pour caractériser la géométrie de la plaquette. Ils sont définisf p
respectivement dans les plans  et  (figure 26). Les relations entre ces deux angles et les angles Pf Pp n
et  de l’outil de tour s’écrivents

(7)
tan p

tan f



cos r sin r

sin r cos r

tan n

cos s

tan s
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Figure 26 : géométrie d’une fraise en bout

Figure 27 : plaquette racleuse

Plus encore qu’en tournage, l’angle de direction d’arête  est extrêmement important en fraisage car lesr
plaquettes entrent et sortent continuellement de la pièce. Les plaquettes de coupe n’ont pas toujours une
forme aussi simple que le modèle classique composé de deux arêtes rectilignes reliées par un arrondi.
Il existe des plaquettes avec un chanfrein, avec un très petit rayon de bec, avec plusieurs faces, … De
plus, pour les opérations de finition, on peut disposer une ou plusieurs plaquettes racleuses sur la fraise
(figure 27). Celles-ci coupent de la même façon que les autres mais une partie de l’arête secondaire est
parallèle au plan , ce qui permet de coucher les sillons laissés par les plaquettes normales et, parPf
conséquent, d’obtenir un meilleur état de surface.

Section de coupe

Pour une plaquette de forme classique, la section de coupe est illustrée à la figure 28a. En pratique, on
remplace la section de coupe réelle par un parallélogramme dont les dimensions sont l’épaisseur de
coupe  et la largeur de coupe . Ces deux grandeurs sont liées à l’avance  et à la profondeur de passeh b f

, appelé aussi engagement, par l’angle de direction d’arête , soita r

(8)
h  f sin r

b 
a

sin r
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r

Figure 28 : géométrie de coupe pour une plaquette classique

Figure 29 : décomposition de l’erreur totale d’un profil

En fraisage, il faut remplacer l’avance  par l’avance par dent . L’aire  de la section de coupe vautf fz A
environ  ou , pour autant que l’avance soit petite et que la profondeur de passe soit grande parbh af
rapport au rayon de bec de l’outil . L’aire de coupe a une très grande importance car les forces der
coupe en dépendent quasi linéairement.

1.2.5. Erreur de forme

La déviation d’une surface usinée par rapport à la surface nominale est décomposée en trois déviations
primaires : la forme, l’ondulation et la rugosité (figure 29). Chacune est caractérisée par un pas, c’est-à-
dire la distance entre deux pics consécutifs. C’est le pas qui permet de séparer les trois déviations sur les
machines à mesurer (profilomètre, rugosimètre).

La surface usinée nominale est la surface définie par le réglage de la cote de l’outil (figure 30). Elle
correspond à l’enveloppe des creux de rugosité. La surface nominale est différente de la surface mesurée
qui correspond à l’enveloppe des sommets de rugosité. En tournage, la rugosité totale théorique Rt
dépend de l’avance par tour  et du rayon de bec de l’outil , soitf r

(9)Rt  0.125 f 2

r

La rugosité totale est la distance entre les creux et les sommets. C’est une erreur systématique de cote.
Dans ce travail, nous n’étudions que la déviation de forme de la surface nominale.
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Figure 30 : surface nominale et surface mesurée
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Figure 31 : exemple de gamme - les faces supérieure et inférieure et l’alésage sont usinés

1.2.6. Gamme d’usinage

La gamme d’usinage est la suite des opérations à réaliser pour passer de la pièce brute à la pièce finie.
Dans le domaine automobile, la pièce brute est quasiment toujours réalisée en fonderie afin de limiter
le volume de matière à enlever. Une surface finie est rarement obtenue en une seule opération.
Généralement, on effectue trois, voire quatre passes pour l’obtenir. Par ordre chronologique, ces
opérations sont :

 l’ébauche (appelée aussi dégrossissage),
 la semi-finition,
 la finition,
 la super-finition.

Pour définir les engagements pour chaque passe, on utilise la technique des chaînes de cotes. Elle
consiste à partir de la pièce finie et à considérer les opérations dans le sens anti-chronologique, en
déterminant pour chaque opération l’engagement en fonction de certains critères bien définis (état de
surface, type d’usinage, intervalle de tolérance, …). Les dimensions minimales de la pièce brute sont
connues lorsqu’on a calculé la profondeur de passe en ébauche pour chaque surface à usiner (figure 31).

Une pièce brute réalisée en fonderie présente une couche externe, appelée croûte de fonderie, qui est due
à l’oxydation du métal et à la diffusion du matériau du moule dans le métal. L’épaisseur de cette couche
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est de l’ordre du millimètre. Son usinabilité est très mauvaise : d’une part, si le moule est en sable, la
silice est très abrasive et use rapidement les outils et, d’autre part, le métal oxydé est difficile à usiner.
Lors de l’ébauche, on doit donc couper une épaisseur de matière telle que toute la matière polluée soit
enlevée. Pour déterminer l’engagement en ébauche, il faut prendre en compte l’épaisseur de matière
polluée et les variations possibles du positionnement de la pièce, qui dépendent des incertitudes sur la
forme de la pièce brute. L’engagement est souvent très grand, entre 2 et 4 mm environ, de même que
l’avance. Dès lors, les forces de coupe générées lors de l’ébauche sont très élevées, ce qui produit une
surface de mauvaise qualité, tant du point de vue de la forme que du point de vue de l’état de surface.
Pour respecter les tolérances (forme ou rugosité) imposées sur la surface finie, on doit dans la plupart
des cas réaliser une ou deux passes supplémentaires pour obtenir la précision voulue, ce qui correspond
aux passes de semi-finition et de finition.

Lorsqu’il faut obtenir un très bon état de surface, on doit effectuer une passe de super-finition. Pour celle-
ci, on fait appel à des techniques d’usinage particulières comme le rodage ou la rectification. C’est le cas
des fûts de cylindres dont la surface est obtenue par honage.

Outre la définition des engagements, la définition de la gamme inclut également, pour chaque opération,
le choix :

 de la machine-outil et de l’outil,
 de la prise de pièce,
 des conditions de coupe (vitesse de coupe, avance, …) et de la trajectoire de l’outil.

1.3. La coupe des métaux

1.3.1. Formation du copeau

La première étude scientifique portant sur la coupe des métaux remonte à 1798. Dans un papier présenté
à la Société Royale de Londres, le comte Rumford notait que l’alésage des fûts de canons produisait une
grande quantité de chaleur et que celle-ci semblait inépuisable. Cela contredisait la théorie largement
admise à l’époque qui stipulait que la chaleur était transportée par un fluide appelé calorique et que celui-
ci était libéré du matériau coupé. Selon Rumford, la chaleur était une forme d’énergie comme le travail
mécanique. En immergeant les canons dans l’eau et en mesurant l’accroissement de température et la
force nécessaire à l’usinage, il estima le facteur de conversion entre les unités de chaleur et le travail
mécanique.

A partir du milieu du 19ème siècle, de nombreuses études ont été menées pour établir les puissances
nécessaires pour diverses opérations d’usinage, cela afin de dimensionner les moteurs à vapeur entraînant
les machines. Le travail le plus connu est celui de Hartig [har73] qui fut une référence durant de
nombreuses années. Dans le même temps, plusieurs études sur le mécanisme de la coupe ont été publiées,
notamment par Tresca [tre73]. En examinant des copeaux issus de divers procédés d’usinage, les auteurs
remarquèrent que la formation du copeau était due au cisaillement. Cependant, au début du 20ème siècle,
la théorie émise par Reuleaux [reu00], pour qui la formation du copeau était générée par une fissure se
propageant devant l’outil, allait faire autorité pendant de nombreuses années, ce qui montre que les
connaissances théoriques dans le domaine étaient encore loin d'être bien établies.

Il faut attendre le milieu du 20ème siècle pour voir apparaître des modèles théoriques probants sur la
coupe des métaux. Il s’agit principalement des travaux de Piispanen [pii37], d’Ernst et Merchant [ern38,
mer45] et de Lee et Shaffer [lee51] portant sur la physique de la formation du copeau et de ceux de
Trigger et Chao [tri51] et de Loewen et Shaw [loe54] qui développèrent des modèles précis des
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Figure 32 : mécanismes de formation du copeau

Figure 33 : types de copeau Figure 34 : rabotage

températures de coupe.

En pratique, on peut observer trois mécanismes de formation du copeau (figure 32) :

a) copeau discontinu,
b) copeau continu,
c) copeau continu avec arête rapportée (built-up edge).

La formation de copeaux discontinus est caractéristique des matériaux fragiles (fontes). Pour les
matériaux ductiles (aciers, alliages d’aluminium), on obtient généralement un copeau continu. Cependant,
lorsque la vitesse de coupe est trop faible, il arrive que le métal adhère à la pointe de l'outil, ce qui
produit une arête rapportée. Il s'agit d'un régime de coupe instable. L'arête rapportée croît puis se
disloque partiellement lorsqu'elle atteint une taille critique. Elle adhère alors à la surface usinée tandis
qu'une nouvelle arête rapportée se forme. On s'efforce toujours d'éviter ce régime de coupe à cause du
mauvais état de surface obtenu et de l'usure importante des outils.

Un même matériau peut former les trois types de copeau selon les conditions de coupe. La figure 33
illustre l’influence de la vitesse de coupe et de l’angle de coupe normal sur le type de copeau formé.
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Figure 35 : plan de cisaillement et décompositions de l’effort total appliqué par l’outil

1.3.2. Modélisation de la coupe orthogonale

Pour expliquer la physique de la coupe, les scientifiques se sont dans un premier temps limités au modèle
de la coupe orthogonale ouverte. L’arête de coupe est perpendiculaire à la direction de coupe et l’outil
est plus large que la pièce, ce qui rend le problème bi-dimensionnel. Ce type de coupe ne se rencontre
en pratique que pour des opérations comme le rabotage d’une pièce moins large que l’outil (figure 34)
ou le dressage au tour d’un cylindre creux.

La face de coupe de l’outil est inclinée d’un angle  par rapport à la normale à la surface usinée. Cet
angle est appelé l’angle de coupe. L’épaisseur du copeau formé  est toujours plus grande quehc
l’épaisseur de coupe . Le rapport de coupe , qui est le rapport entre  et , est donc toujoursh rc h hc
inférieur à l’unité. La vitesse relative entre l’outil et la pièce est la vitesse de coupe . La conservationv
du débit de matière implique que la vitesse d’écoulement du copeau  est toujours inférieure à la vitessevc
de coupe, ce qui correspond au fait que l’outil freine la matière.

L’analyse théorique de la formation du copeau présuppose que :

 le copeau est continu,
 l’outil est indéformable et parfaitement pointu.

D'après Piispanen, le copeau est formé par cisaillement le long d’un plan incliné d’un angle  sur la
surface usinée (figure 35). L’angle de cisaillement  est lié au rapport de coupe  et à l’anglerc  h / hc
de coupe  par

(10)tan 
rc cos

1  rc sin

L'angle de cisaillement  peut être obtenu expérimentalement en mesurant l'épaisseur du copeau ,hc
l’épaisseur de coupe  et l’angle de coupe  étant connus. L’effort total appliqué par l’outil sur la pièceh
est noté . Il peut être décomposé selon plusieurs systèmes d'axes suivant le référentiel choisi,F
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face de coupe :

Fn  F cos

Ft  F sin

tan 
Ft

Fn

 µ

axes de coupe :
Fc  F cos(  )

F  F sin(  )

plan de cisaillement :
Fs  F cos(   )

Fns  F sin(   )

Les forces  et  peuvent être mesurées grâce à une platine dynamométrique, ce qui permet deFc F
déterminer l'angle , appelé angle de frottement, par

(11)  arctan
F

Fc

Connaissant la valeur de l’effort total  et les angles  et , on calcule aisément les décompositions deF
l’effort total selon la face de coupe et le plan de cisaillement. L’aire du plan de cisaillement  estAs
donnée par

(12)As 
A

sin


b h
sin

où  est la largeur de coupe (figure 34),  est l’épaisseur de coupe et  est l’aire initiale du copeau. Lab h A
contrainte de cisaillement apparente, notée , est égale à . Pour des matériaux ductiles tels ques Fs / As
les aciers à faible pourcentage de carbone et les alliages d’aluminium, la contrainte de cisaillement s
est sensiblement constante et vaut environ un tiers de la dureté Brinell du matériau [ste97]. 

La base du modèle de Ernst et Merchant est que l’angle de cisaillement  doit rendre minimum la
puissance nécessaire à la coupe. La puissance de coupe est égale au produit de la vitesse de coupe  parv
la force de coupe . Pour trouver la condition de minimum, il faut d’abord exprimer  en fonction deFc Fc
l’angle de cisaillement . En utilisant les diverses décompositions de l’effort total  et la définition deF

, on obtients

(13)Fc 
s A

sin
cos(  )

cos(   )
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Figure 36 : zone de plasticité

Figure 37 : solutions de Ernst et Merchant et de Lee
et Shaffer [ste97]

Figure 38 : coupe oblique

En dérivant par rapport à , on trouve que la puissance de coupe est minimum lorsque l’angle de
cisaillement  vérifie l’expression suivante

(14) 45° 
2


2

Lee et Shaffer [lee51] ont proposé un modèle basé sur la théorie de la plasticité. Le comportement du
matériau est supposé parfaitement rigide plastique, c’est-à-dire que les déformations élastiques sont
négligées. Le matériau est en état de plasticité naissante dans une zone représentée par le triangle ABC
(figure 36), qui va de la pointe de l’outil à la surface libre selon un angle  et qui rejoint la face de coupe
au point . L’équilibre du triangle  donne la relation suivanteB ABC

(15) 45°  

La figure 37 montre la relation entre l’angle de cisaillement  et l’angle  obtenue

expérimentalement pour trois matériaux et les solutions de Ernst et Merchant et de Lee et Shaffer. Pour
un grand nombre de matériaux, ces deux solutions ne coïncident pas avec les résultats obtenus
expérimentalement.
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v vc

sin sini n r=

Figure 39 : loi de Descartes (a) et loi d’écoulement du copeau (b)

Des modèles semblables ont été développés pour la coupe oblique (figure 38) par Merchant [mer44],
Shaw et al. [sha52] et Zorev [zor66]. En coupe oblique, l’arête de coupe n’est plus orthogonale à la
direction de déplacement mais forme un angle noté . Le copeau s’écoule selon un angle  qui, d’après
la loi de Stabler [sta51], est égal à l’angle d’inclinaison de l’arête . D’après Debongnie [deb04],
l’écoulement du copeau suit une loi similaire à celle de Descartes relative à la diffraction de la lumière
(figure 39a), soit

(16)sin 
vc

v
sin

où  est la vitesse d’écoulement du copeau et  est la vitesse de coupe. La matière est toujours freinéevc v
par l’outil, ce qui correspond à un angle d’écoulement toujours plus petit que l’angle d’inclinaison (figure
39b). Cependant, il est possible d’observer expérimentalement des angles d’écoulement plus grands que
l’angle d’inclinaison de l’arête car, en coupe oblique, la largeur du copeau  peut être plus petite quebc
la largeur de coupe  [bro64].b

1.3.3. Complexité de la modélisation de la coupe

Plusieurs raisons peuvent expliquer la faible concordance entre les premiers modèles analytiques et la
réalité :

 la zone de déformation ne se limite pas à un plan,
 le matériau s’écrouit à cause de la vitesse de déformation,
 la température adoucit le matériau,
 le frottement est en partie collant et en partie glissant.
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Figure 40 : zones de déformation

Figure 41 : taux de déformation et vitesse de déformation [ste97]

On distingue généralement trois zones de cisaillement (figure 40) : la première va de la surface libre
jusqu’à la pointe de l’outil, la seconde se trouve le long de la face de coupe et la troisième se trouve en
dessous de la face en dépouille de l’outil. Dans ces zones, le taux de déformation est très élevé (figure
41). Comme la taille des zones de déformations est relativement petite et que le débit de matière est très
important, la vitesse de déformation de la matière atteint des valeurs extrêmement élevées, que l’on ne
rencontre dans aucun autre procédé, excepté les impacts balistiques. Avec les matériaux de coupe actuels,
on peut atteindre des vitesses de coupe de l’ordre de  pour les alliages d’aluminium, ce qui10000 m/min
équivaut à des vitesses de déformation de l’ordre de  ou .106 107 s 1

Lors de la coupe, la contrainte de cisaillement atteint des valeurs plus élevées que les contraintes
mesurées lors de tests de traction ou de torsion réalisés à faible vitesse. Cela s’explique par le fait que
la plupart des métaux se durcissent lorsqu’ils atteignent des vitesses de déformation supérieures à

[ste97]. A contrario, la température atteinte dans les zones de déformation a pour effet d’adoucir104 s 1

le matériau. La température augmente environ comme la racine carrée de la vitesse de coupe. Pour des
matériaux comme les alliages d’aluminium, la température peut approcher localement la température de
changement de phase.

Le frottement entre le copeau et l’outil joue un très grand rôle dans la coupe des métaux. Il influence
notamment la température atteinte dans le copeau et dans l’outil, et il est à l’origine de l’usure de l’outil.
Le moyen le plus simple de prendre en compte le frottement est de considérer un coefficient de



Chapitre 1 - Exposé du problème page 31

Figure 42 : coefficient de frottement moyen [ste97] et frottement collant/glissant sur la zone de contact copeau/outil

frottement moyen  égal au rapport entre la force normale  et la force tangentielle à la faceµ  tan Fn
de coupe . Expérimentalement, on constate que le coefficient de frottement augmente avec l’angle deFt
coupe et qu’il dépend de la vitesse de coupe (figure 42). Il est maximum pour de faibles vitesses de coupe
puis il tend vers une valeur plus faible lorsque la vitesse augmente. Sur le graphique, on voit clairement
la présence d’un phénomène d’arêtes rapportées (built-up edges) pour de faibles vitesses de coupe et pour
un angle de coupe (rake angle) de 10°. On remarque aussi que le coefficient de frottement peut atteindre
des valeurs plus grandes que l’unité, contrairement à ce que donnent des tests de frottement classiques.
Cela s’explique par le fait que la surface du copeau en contact avec l’outil est une surface naissante et
donc automatiquement propre [ste97].

La longueur de contact entre le copeau et l’outil, notée , est proportionnelle à l’épaisseur du copeauLc
formé . Selon les matériaux, elle vaut entre 1.5 et 2 fois l’épaisseur. Le frottement n’est pas constanthc
sur toute la zone de contact (figure 42a). Sur la première partie, du côté de l’arête de coupe (figure 42b),
il s’agit de frottement collant tandis que sur la seconde partie, il s’agit de frottement classique. Des tests
ont montré que ces deux zones ont sensiblement la même longueur [ste91].

A partir des années 50, de nombreux scientifiques ont tenté d’améliorer et d’enrichir les modèles de la
coupe. Tous ces travaux sont basés sur le fait que le cisaillement du matériau se produit dans un volume
(Shear zone models) et plus seulement sur un plan. Ils intègrent les phénomènes propres à la coupe
comme le durcissement du matériau, l’effet de la température et le frottement à l’interface copeau/outil.
Le modèle le plus connu est celui de Palmer et Oxley [pal59, oxl89]. La grande majorité de ces modèles
n’ont pas eu une très grande diffusion car ils requièrent un grand nombre de paramètres difficiles à
identifier à partir de mesures simples.

Les premiers modèles purement numériques sont apparus au début des années 70. Ils étaient basés sur
une approche lagrangienne : la pièce est fixe tandis que l’outil se déplace, la topologie du maillage
restant constante. Ce type d’approche requiert de partir de l’état initial de la pièce, ce qui la rend peu
adaptée à la modélisation de la coupe en régime établi (copeau continu), vu le coût de calcul important
associé à ce type d’analyse. Plus tard, une formulation eulérienne a été adoptée. Elle consiste à voir
l’outil comme un volume fixe et le matériau comme un fluide s’écoulant autour de ce volume (figure 43).
Contrairement à l’approche lagrangienne, elle ne nécessite pas de partir de l’état initial, ce qui permet
d’analyser la formation du copeau en régime établi. A l’heure actuelle, ce type d’analyse est basé sur une
approche mixte (ALE - Arbitrary Lagrangian Eulerian). 
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Figure 43 : formulation eulérienne [thi04]

Le but de la simulation de la coupe est de prévoir le comportement du système comme l’usure de l’outil,
la température ou les forces de coupe, ce qui doit permettre de s’affranchir des mesures expérimentales.
Malheureusement, elle présente encore à l’heure actuelle de nombreuses difficultés :

 le coût de calcul reste très élevé malgré le développement des méthodes de calcul et des ordinateurs;
une analyse à deux dimensions nécessite quelques heures de calcul; la modélisation de la coupe
générale oblique et fermée, qui correspond à la grande majorité des opérations d’usinage (fraisage,
tournage), requiert une analyse à trois dimensions, ce qui augmente considérablement le temps de
calcul;

 les modèles de comportement du matériau sont encore trop peu fiables car on n’arrive pas encore
à reproduire expérimentalement les conditions réelles de la coupe, en particulier les vitesses de
déformation. Le dispositif expérimental permettant de s’approcher le plus près des conditions réelles
ne permet de reproduire que des vitesses de déformation de 100 à 1000 fois plus faibles que celles
observées lors de la coupe. On utilise donc en simulation de la coupe des modèles de comportement
du matériau qui ne sont pas validés expérimentalement;

 la majorité des modèles ne sont applicables qu’au seul cas du copeau continu; pour les copeaux
discontinus, caractéristiques des matériaux fragiles comme les fontes, et pour les arêtes rapportées,
il existe peu de résultats probants.

Depuis maintenant une trentaine d’années, de nombreuses équipes de recherche travaillent sur le
développement de modèles numériques. Les travaux les plus importants sont ceux de Strenkowski et
Caroll [str85], Strenkowski et Moon [str90] et Iwata et al. [iwa84]. Cependant, la simulation de la coupe
est encore fort peu utilisée dans l’industrie. A l’heure actuelle, il n’y a guère que les principaux fabricants
d’outils (SECO, SANDVIK-COROMANT) qui soient directement intéressés par les développements dans ce
domaine.

Les industries manufacturières se préoccupent surtout des pièces qu’elles produisent. Les problèmes
d’usure et de durée de vie des outils sont souvent réglés par les fournisseurs d’outils coupants ou grâce
à des méthodes empiriques. Les forces de coupe, qui ont un effet direct sur les déformations des pièces
et des éléments de serrage, sont également calculées grâce à des modèles empiriques, comme celui de
Kienzle par exemple (cf. chapitre 2.3). Ainsi, malgré son réel attrait, la simulation de la coupe des métaux
mettra sans doute encore très longtemps avant d’être utilisée à grande échelle car il subsiste encore de
nombreuses questions de fond qui ne trouveront sans doute de réponses que dans un avenir assez lointain.

La simulation de la coupe est très souvent dénommée de manière abusive simulation de l’usinage, alors
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même que la coupe n’est que l’aspect local de l’usinage. Dans le présent travail, nous étudions plutôt
l’aspect global du problème : les déformations du système et les effets induits sur les pièces réalisées,
à savoir les déviations géométriques des surfaces usinées et les problèmes de vibrations. Ce type
d’approche correspond sans doute mieux que la simulation de la coupe aux besoins des entreprises
manufacturières pour lesquelles la pièce reste la préoccupation numéro un.

1.4. Conception de gammes d’usinage

1.4.1. Outils d’aide à la conception

Pour effectuer leur travail, les concepteurs de gammes d’usinage s’appuient sur des logiciels de CFAO
comme CATIA/DELMIA ou PRO-ENGINEER. Ces logiciels intègrent depuis quelques années des modules
spécifiques à la fabrication. A partir d’une maquette numérique de la pièce, toutes les tâches classiques
comme la création de chaînes de cotes ou l’écriture de programmes machines sont automatisées, ce qui
allège considérablement le travail des gammistes.

Cependant, ces logiciels ne reflètent pas le comportement réel de l’usinage car ils sont limités à un
concept très restrictif : le système pièce-outil-machine est infiniment rigide. Or, la flexibilité du système
est la cause de deux problèmes majeurs :

 les déviations géométriques des surfaces usinées par rapport aux surfaces nominales,
 les problèmes de vibration.

Concevoir une gamme sans intégrer ces deux problèmes représente toujours un risque. En pratique, les
gammes sont toujours validées expérimentalement avant de lancer la production. Cette phase de test est
réalisée sur des pré-séries. Elle demande beaucoup d’investissements en temps et en moyens : réaliser
les pièces brutes et les éléments du montage, usiner les pièces, contrôler les surfaces, … En cas de non-
conformité, il faut alors modifier la gamme, voire même modifier la conception de la pièce, ce qui
allonge énormément les temps de mise au point. L’intégration des erreurs géométriques et des aspects
dynamiques dans la chaîne de CFAO permet de limiter fortement le risque de mauvaises conceptions.

La prévision des erreurs géométriques et des problèmes d’instabilités dynamiques a pour but de régler
au mieux les opérations et la conception de la pièce. Au niveau de la conception de la pièce, le bureau
des méthodes peut proposer des modifications au bureau d’études afin d’améliorer les propriétés de la
pièce d’un point de vue usinage : rigidifier certaines zones, modifier les zones de bridage, …

Pour une opération d'usinage, les trois paramètres sur lesquels on peut jouer sont :

 la prise de pièce,
 l’outil et sa trajectoire,
 les conditions de coupe.

La prise de pièce est un des aspects les plus critiques dans la conception d’une gamme d’usinage. Les
efforts de serrage doivent être suffisamment importants pour empêcher la pièce de bouger. Par contre,
il faut éviter au maximum de déformer la pièce pour ne pas engendrer un défaut de forme trop grand lors
de l’usinage. Satisfaire ces deux exigences n’est pas toujours simple, surtout si la pièce est relativement
souple. Le rôle du bridage est aussi de limiter les déformations de la pièce durant l’usinage.
Théoriquement, plus les points d’appuis de la pièce sont nombreux, plus elle est rigide, ce qui est
bénéfique tant pour les erreurs de la surface que pour les problèmes de vibrations. Cependant, en
pratique, on doit limiter le nombre de supports car les surfaces d’appui ne sont jamais parfaites et la
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3 En fait, seules des conditions d’appui isostatiques assurent un serrage non-déformant (cf. chapitre 2.2).

Figure 44 : ébauche de la face 600 du carter-cylindres (a) et posage sur la face 600 pour usiner la face 300 (b)

multiplication des supports risquerait de déformer la pièce lors du serrage3. Il faut donc trouver les zones
d’appuis les plus appropriées en testant plusieurs configurations du bridage.

Le choix de l’outil et de sa trajectoire est aussi un aspect très important, spécialement en fraisage où l’on
a une grande latitude sur les paramètres : diamètre, nombre de plaquettes, trajectoire centrée ou non,
direction de déplacement, trajectoire complexe (plusieurs segments rectilignes et circulaires). En
tournage et en alésage par contre, il y a moins de choix possibles, notamment pour la trajectoire. Enfin,
le choix des conditions de coupe est fortement lié au choix de l’outil et on a donc moins de liberté sur
ces paramètres.

Le problème des erreurs géométriques ne se limite pas aux opérations de finition. Il arrive très souvent
qu’une surface soit usinée afin de servir de surface d’appui pour une opération ultérieure. En effet, pour
les passes de finition, on évite généralement de s’appuyer sur des surfaces brutes car celles-ci ne
permettent pas un positionnement précis et une fixation optimale de la pièce à cause de leur trop grandes
déviations géométriques (cote, forme). Pour obtenir un bon résultat, une surface d’appui doit aussi
satisfaire des tolérances, même si ce n’est pas une surface finie de la pièce. Dans ce cas, ce ne sont plus
des tolérances imposées par le bureau d’études mais des tolérances de fabrication. L’exemple de la
figure 44 illustre ce principe. Lorsqu’on ébauche la face inférieure du carter-cylindres, l’erreur de
planéité de cette face doit être inférieure à une certaine tolérance car elle sert de surface d’appui pour les
opérations ultérieures.

1.4.2. Erreurs géométriques

Lors d’une opération d’usinage, le système pièce-outil-machine se déforme. Ces déformations peuvent
être de plusieurs natures : mécaniques, thermiques, … En un point de la surface usinée, la hauteur de
matière coupée n’est donc pas égale à la valeur prescrite. Comme l’outil se déplace, les déformations du
système varient durant l’usinage. Les déviations de la surface usinée par rapport à la surface nominale
(un plan ou un cylindre) sont dues au fait que la hauteur de matière coupée fluctue tout au long de la
surface. Dans ce travail, nous ne considérons que les déformations de la pièce et du dispositif de fixation,



Chapitre 1 - Exposé du problème page 35

Figure 45 : modélisation et défaut de forme d’un barreau monté entre pointes

le reste du système étant supposé infiniment rigide.

Afin d’illustrer ce qu’est le défaut d’usinage, prenons le cas du chariotage d’un barreau cylindrique
monté entre pointes (figure 45a). Supposons que seule la pièce se déforme sous l’effet de la force passive
(radiale) appliquée par l’outil. Le barreau peut être modélisé par une poutre de longueur  et de diamètreL

 simplement supportée à ses extrémités et soumise à une charge radiale constante  qui se déplaceD Fp
d’une extrémité à l’autre (figure 45b). Lorsque l’outil est situé en , la déformée de la pièce estz  a
donnée par

(17)
x (z) 

Fp (La )z
6LEI

[z 2  a (2La ) ] pour z  a

x (z) 
Fp a (Lz )

6LEI
[ (Lz )2  a 2  L 2 ] pour z > a

où  le module de Young du matériau et  le moment d’inertie de la section circulaire [mas86]. LeE I
déplacement radial de la pièce au droit de l’outil vaut

(18)d (a)  
Fp a 2 (La )2

3LEI

Comme la pièce recule par rapport à l’outil, celui-ci laisse donc en chaque point de la surface une hauteur
de matière, que nous appellerons défaut, égale à . Le défaut est nul aux extrémités et maximumd (a)
au milieu du barreau où il vaut . L’équation (18) est aussi l’équation de la génératrice de laFp L 3 /48EI
surface usinée obtenue après l’opération d’usinage (figure 45d).

Des modèles plus complets du chariotage de barreaux cylindriques ont été proposés par plusieurs auteurs
[deb94, deb95, kop93, may00]. Tous ces modèles sont basés sur les formules classiques de la résistance
des matériaux. Les différents types de montage d’un barreau sont étudiés. Outre l’effet de la force
passive, ils permettent aussi de prendre en compte l’effet de la force d’avance (axiale) et la souplesse des
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Figure 46 : prise en compte de l’enlèvement de matière dans la modélisation du défaut d’un barreau cylindrique

éléments du montage (mandrin ou contre-pointe). Enfin, l’effet de l’enlèvement de matière peut
également être modélisé en considérant un barreau constitué de deux cylindres de diamètres différents,
le diamètre initial  et le diamètre final  (figure 46).d1 d2

Ces modèles analytiques ne s’appliquent qu’aux pièces cylindriques. Cependant, on peut déjà observer
plusieurs aspects essentiels propres à la modélisation des erreurs géométriques :

 le défaut en un point de la surface usinée est engendré lorsque l’outil coupe ce point. La valeur du
défaut en ce point est égale à l’opposé du déplacement compté sur la normale à la surface usinée;

 l’erreur globale de la surface est obtenue en calculant le défaut de plusieurs points, ce qui requiert
le calcul de plusieurs déformées de la pièce;

 la géométrie de la pièce évolue au cours de l’usinage. Comme l’outil enlève de la matière, la raideur
de la pièce diminue constamment.

1.4.3. Problèmes dynamiques

Les vibrations font partie intégrante de l’usinage. Le système machine-outil-pièce est, par essence,
toujours enclin à vibrer. Les vibrations se manifestent par le fait que le déplacement relatif entre la pièce
et l’outil oscille, ce qui engendre une ondulation sur la surface usinée. Outre la dégradation de la surface
réalisée, les vibrations entraînent aussi une diminution de la durée de vie des outils, à cause des chocs
et du frottement qu’elles génèrent. Dans certains cas, les vibrations peuvent entraîner la casse de l’outil
ou de la broche. Un niveau de vibration trop élevé est toujours à proscrire. Il faut veiller à limiter les
vibrations par un choix approprié des conditions de coupe ou des caractéristiques dynamiques du système
(raideur, amortissement). En usinage, les deux principaux mécanismes de vibration du système sont les
vibrations forcées et les vibrations auto-excitées.

Vibrations forcées

Les vibrations forcées se produisent lorsque le système est soumis à une sollicitation périodique dont la
fréquence est proche d’une des fréquences propres du système. Ce type de vibrations survient la plupart
du temps pour des opérations où les forces de coupe fluctuent (coupe interrompue). En cas de vibrations
forcées, les ondulations sur la surface usinée ont la même période que celle de la force d’excitation. La
meilleure manière de se prémunir contre les vibrations forcées est de s’assurer que la fréquence
d’excitation est suffisamment loin des fréquences propres du système. Celles-ci peuvent être obtenues
grâce à une analyse modale ou à un calcul par éléments finis des modes propres.
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Tn

Tn+1
Figure 47 : variation de l’épaisseur du copeau

Vibrations auto-excitées (broutement)

A cause des chocs produits durant l’usinage, ceux dus à l’entrée des dents dans la matière par exemple,
les différents composants du système ont une tendance naturelle à vibrer, généralement à une fréquence
proche de leur première fréquence propre. Normalement, ces vibrations libres s’éteignent d’elles-mêmes
à cause de l’amortissement du système. Cependant, dans certaines conditions, elles peuvent se régénérer.
On parle alors de vibrations auto-excitées ou de broutement, chatter en anglais, à cause du bruit
caractéristique que cela produit et qui fait penser à un bavardage. Le broutement est un phénomène très
courant en usinage. Contrairement aux vibrations forcées, la fréquence de broutement correspond
toujours à peu près à une des fréquences propres du système. C’est cette propriété qui permet de
déterminer en pratique s’il s’agit de broutement ou de vibrations forcées. Si l’on change la fréquence de
rotation de la machine et que la fréquence de vibration reste quasiment inchangée, il s’agit de broutement.
Dans le cas contraire, il s’agit de vibrations forcées.

Le mécanisme du broutement peut s’expliquer selon le schéma de la figure 47. Prenons le cas du
tournage d’un barreau. Supposons que seul l’outil vibre durant l’usinage à une fréquence  proche def
sa fréquence naturelle . La surface coupée, c’est-à-dire la surface coupée continuellement par l’outil,f0
présente une ondulation qui est engendrée par la vibration de l’outil. Au nème passage, l’outil a laissé sur
la surface coupée une ondulation noté . Au passage suivant, l’outil laisse une ondulation  qui estTn Tn1
déphasée par rapport à  d’un angle . Le nombre de périodes entre deux passages successifs vautTn

(19)np 
f
N
 ne  2

où  est la fréquence de rotation du tour et  est le nombre de périodes entières entre deux passagesN ne
successifs de l'outil.

L'épaisseur de coupe instantanée  est la différence entre les deux ondulations  et . Elleh (t) Tn Tn1
présente une composante moyenne et une composante dynamique qui varie avec la même fréquence f
que celle de l'ondulation. L'amplitude de la partie dynamique de  est nulle lorsque le déphasage h (t)
est nul et elle augmente à mesure qu'il s'approche de 180° (figure 48). L'effort de coupe appliqué par
l'outil dépend quasi linéairement de l’épaisseur de coupe. Par conséquent, il présente également une
composante dynamique de fréquence , ce qui tend à entretenir la vibration de l'outil. Si l’amortissementf
du système n’est pas suffisant pour dissiper l’énergie apportée par la composante dynamique de l’effort
de coupe, la vibration de l’outil se régénère et le broutement apparaît.

Comme l’effort de coupe dépend linéairement de la largeur de coupe , la force de régénération estb
d’autant plus grande que l’engagement de l’outil est grand. En pratique, le broutement se produit le plus
souvent lors des opérations d’ébauche. Les opérations qui nécessitent un outil mince et/ou élancé sont
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Figure 48 : amplitude de la partie dynamique de l’épaisseur de coupe en fonction du déphasage

Figure 49 : baignoires d’huile du carter-cylindres D4 (RENAULT)

fort sujettes au broutement, comme par exemple l’usinage de poches, le contournage, le perçage, …
Notons que ces opérations représentent une grosse part du travail réalisé dans le domaine aéronautique,
ce qui explique pourquoi le broutement est un des soucis majeurs dans ce domaine.

Le broutement peut aussi être dû à un manque de rigidité de la pièce ou d’une partie de la pièce : parois
minces, éléments en porte-à-faux, … Par exemple, le fraisage d'ébauche des faces supérieure des carters-
cylindres engendre très souvent du broutement à cause de la grande flexibilité des baignoires d’huile
(figure 49).

C’est ce type de problème que nous étudierons plus particulièrement dans le présent travail. Ici, le but
de la modélisation n’est pas de déterminer la forme de la surface usinée comme pour les erreurs
géométriques, mais de prévoir les conditions pour lesquelles les instabilités dynamiques peuvent survenir.



2. Modélisation

Les déviations géométriques de la surface usinée sont engendrées par les déformations du système
durant l’usinage. Pour des pièces de forme quelconque, la réponse du système ne peut être obtenue que
par voie numérique. Dans ce travail, nous utilisons la méthode des éléments finis pour calculer les
déformations de la pièce sous les forces exercées par l’outil et par les éléments de serrage. En analysant
les quelques travaux publiés dans la littérature scientifique, il ressort que deux méthodes sont utilisées
pour obtenir la forme de la surface usinée : l’interpolation entre plusieurs déformées et la description
temporelle du procédé d’usinage. Toutes deux présentent des inconvénients. Dès lors, nous proposons
une modélisation originale basée sur la reconstitution de la forme de la surface usinée à partir du calcul
des défauts aux noeuds du maillage. Pour le type d’applications que nous étudions dans ce travail, le
comportement de la pièce peut être modélisé par une analyse en statique linéaire, mais celle-ci comporte
un grand nombre de cas de charge. Le reste de ce chapitre est consacré à la modélisation des conditions
de fixation, au calcul et à l’application des forces de coupe et à la modélisation de la recoupe en
fraisage.
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Figure 50 : points de calcul [sch94] Figure 51 : interpolation [sch94]

2.1. Modélisation du défaut d’usinage

2.1.1. Revue de la littérature

Schulz et Bimschas [sch93, sch94, bim94] proposent un modèle de simulation des opérations de fraisage
et de tournage. Le principe est de calculer le défaut en plusieurs points de la surface usinée. A chaque
point correspond une position de l’outil. Pour cette position, la géométrie de la pièce, décrite par un
modèle CAO, est maillée avec un mailleur volumique. Les forces de coupe sont alors appliquées au
modèle d’éléments finis et la déformée correspondant à cette position de l’outil est calculée. La forme
de la surface usinée s'obtient en interpolant les résultats aux points de calcul (figure 50) sur le maillage
de surface de la pièce finie (figure 51).

Budak et Altintas [bud95] étudient les opérations de contournage (appelé aussi fraisage tangentiel) de
plaques minces (figure 52). Ils prennent en compte les déformations de la pièce et de l’outil ainsi que la
diminution de raideur due à l’enlèvement de matière. La fraise “deux tailles” est modélisée par une
poutre élastique. Le modèle d’éléments finis ne présente qu’une seule couche d’éléments selon
l’épaisseur de la pièce. La figure 53 montre la procédure utilisée pour tenir compte de l’enlèvement de
matière : le noeud A et ceux situés en dessous sont déplacés transversalement de manière à passer de
l’épaisseur initiale  à l’épaisseur finale .tu tc

Les auteurs montrent que, pour ce type d’application où la raideur du système est relativement faible, il
est nécessaire de tenir compte des déformations dans le calcul des forces de coupe. En effet, les
déformations de l’outil et de la pièce sont sensiblement du même ordre de grandeur que la valeur
nominale de l’engagement. Dès lors, le calcul est réalisé de manière itérative : forces  déformations 
engagements  forces …
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4 Ces auteurs font partie de l’équipe de simulation process de General Motors (Powertrain Division).

Figure 52 : contournage [bud95] Figure 53 : mise à jour du maillage [bud95]

Figure 54 : profils de points de calculs [gu97] Figure 55 : résultats sur deux profils [gu97]

Gu et al. [gu97] proposent un modèle permettant de prédire le défaut de planéité d’une surface obtenue
par fraisage en bout. Leur modèle est basé sur une description temporelle de l’usinage. A chaque pas de
temps , l’outil avance d’une distance  et tourne d’un angle ,  étant la vitesse d’avancedt vf dt 2 N dt vf
et  la fréquence de rotation de l’outil. Pour chaque position, le défaut est calculé en un certain nombreN
de points qui correspondent aux points de la surface usinée coupés par la fraise à cet instant. Cette
méthode requiert a priori le calcul d’un très grand nombre de déformées de la pièce. Afin de limiter le
coût du calcul par éléments finis, ils n’étudient que le défaut de quelques lignes de points (figures 54 et
55). Leur modèle inclut également l’effet du dépinçage de la fraise et des déformations de l’outil. Les
auteurs montrent que l’effet des déformations de la fraise sur le défaut de la surface usinée est
négligeable par rapport à celui des déformations de la pièce.

Liao [lia00] étudie le défaut de planéité des faces d’accouplement d’un carter-cylindres avec la culasse.
Le modèle proposé est sensiblement le même que celui de Gu et al.4 sauf qu’ici, la réponse dynamique
du système est calculée. L’analyse est réalisée par la méthode des éléments finis. L’application présentée
est un bloc moteur V6 (figure 56). Le modèle d’éléments finis comporte environ 11000 éléments. Le
calcul de la réponse dynamique du système est justifié par le caractère oscillant des forces appliquées
par l’outil. La figure 57 montre l’évolution temporelle de la force passive (perpendiculaire à la surface)
durant l’usinage et la puissance spectrale en fonction de la fréquence.
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Figure 56 : carter-cylindres V6 [lia00]

Figure 57 : évolution temporelle des forces de coupe et puissance spectrale du signal [lia00]

Pour l’application présentée, la fréquence d’entrée des dents est de 357 Hz alors que la première
fréquence propre du système est égale à 828 Hz. La contribution de la réponse dynamique dans l’erreur
de la surface usinée est de 6 % seulement, les contributions statiques des forces de serrage et des forces
d’usinage étant respectivement de 14 et de 80 %.

2.1.2. Discussion

Calcul de la réponse dynamique

Lorsque la coupe est continue (tournage, alésage), le calcul de la réponse dynamique n’est pas nécessaire
car les sollicitations exercées par l’outil sont sensiblement constantes. Par contre, en coupe interrompue,
la réponse du système est oscillante. Cependant, d’après les valeurs indiquées par Liao, la réponse
statique du système est largement prépondérante lorsque la fréquence d’excitation est bien plus basse que
la première fréquence propre du système (figure 58). En pratique, cette situation est souvent vérifiée car
les montages et les pièces usinées sont relativement rigides. De plus, pour des matériaux comme la fonte
ou l'acier, la vitesse de coupe est limitée. Enfin, en fraisage, on utilise souvent des outils de grand
diamètre, ce qui implique une fréquence de rotation peu élevée si la vitesse de coupe est faible. Dans ces
conditions, il est inutile de calculer la réponse dynamique.

Sur les machines-transferts, le dispositif de bridage est toujours adapté à la pièce usinée, ce qui permet
d'avoir un montage très rigide. Par contre, sur les centres d'usinage, le système de fixation doit parfois
être adaptable à plusieurs types de pièces, ce qui ne garantit pas toujours un système rigide. La figure 59
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Figure 58 : position des fréquences d’excitation par rapport
au spectre des fréquences propres du système

Figure 59 : montage sur machine flexible

Figure 60 : plaquettes engagées dans la matière (en jaune) et inactives (en bleu)

illustre le cas d'un système de bridage pouvant accueillir plusieurs types de carters-cylindres. Pour ce type
de montage, il n'est pas certain que les fréquences propres soient largement plus hautes que la fréquence
d'excitation. Pour s'en assurer, il suffit de réaliser un calcul par éléments finis des modes propres du
système et de changer la configuration de l'usinage en cas de risques.

Description de la surface usinée

Pour décrire la forme de la surface usinée, deux méthodes sont proposées dans la littérature : soit calculer
le défaut pour un petit nombre de points et interpoler par la suite sur la surface entière, soit utiliser une
description temporelle du processus d’usinage.

La première solution présente deux défauts majeurs. Tout d’abord, il faut choisir les points de calcul a
priori. Or, avant d’avoir réalisé la simulation, il n’est pas évident de savoir à quoi ressemblera le défaut
de la surface usinée. Dès lors, il est malaisé de répartir les points de calcul de façon optimale. Enfin, la
qualité de l’interpolation entre les défauts ponctuels calculés et le maillage de surface n’est pas garantie.
En effet, en fraisage, les charges appliquées par l’outil sur la pièce fluctuent énormément car les dents
entrent et sortent sans arrêt de la pièce. C’est d’autant plus vrai lorsque la surface usinée est très
accidentée, comme par exemple sur les carters-cylindres. Ainsi, pour deux points proches appartenant
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avance

Figure 61 : points de calcul en fonction du pas angulaire ( , fraisage centré,v  150 , fz  0.2 , D  80 , Z  6
déplacement selon l’axe x)

à la surface usinée (points coloriés en vert sur la figure 60), le nombre de plaquettes engagées dans la
matière est très différent et, par conséquent, le chargement de la pièce et le défaut de ces deux points l’est
également. Il faudrait donc un très grand nombre de points de calcul pour que le résultat de
l’interpolation soit correct, ce qui enlève beaucoup d’intérêt à la méthode.

La deuxième solution, la description temporelle de l’usinage, consiste à partir de la position initiale de
l’outil et à considérer les positions successives à chaque pas de temps . Pour chaque position, on doitdt
calculer le défaut du point de la surface usinée se trouvant sous l’outil. En fraisage, plusieurs points de
la surface se trouvent sous les dents de la fraise. Entre deux positions, l’outil parcourt une distance égale
à , et l’outil ou la pièce tourne d’un angle égal àvf dt

(20)d  2 Ndt

En pratique, c'est plutôt le pas angulaire  que l'on fixe. Il doit être choisi de manière à couvrir touted
la surface usinée tout en limitant le plus possible le nombre de points. Il faut que  soit suffisammentd
grand et qu’il ne soit pas un sous-multiple de 90°, 180°, … , car cela conduit à des lignes de points
orientées selon la direction d’avance (figure 61, haut). On peut par exemple choisir des nombres premiers
inférieurs à 90, ce qui donne des points bien répartis mais en très grand nombre (figure 61, bas).

Pour un pas angulaire donné, la position et le nombre des points de calcul varient avec les paramètres
d’usinage : avance, diamètre de l’outil, nombre de plaquettes, … Le pas doit donc toujours être adapté
aux conditions de coupe. Lorsque la surface usinée est très découpée, il n’est pas simple d’avoir des
points répartis de façon uniforme. Enfin, comme pour la première méthode, il faut encore interpoler pour
obtenir le défaut sur le maillage de surface, ce qui est toujours délicat sur les frontières de la surface
usinée.
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Figure 62 : remaillage de la pièce au cours du calcul

Afin d’éviter les problèmes inhérents à ces deux méthodes, nous proposons la solution suivante [mas99,
mas01a, mas01b] : la forme de la surface usinée est obtenue en calculant le défaut de chaque noeud du
maillage de surface. De cette manière, le nombre de points de calcul est fixé par la finesse du modèle
d’éléments finis. Plus le maillage est fin, plus la forme de la surface usinée est décrite de façon précise.
En outre, la surface usinée est automatiquement couverte, quelle que soit sa complexité. Enfin, cette
méthode offre l’avantage de ne faire appel qu’à l’interpolation naturelle des éléments finis.

Effet de l’enlèvement de matière

Durant l’usinage, la raideur de la pièce diminue constamment à mesure que l’outil enlève de la matière.
Pour chaque position de l’outil, on devrait donc remailler la pièce de manière à respecter sa géométrie
instantanée (figure 62). C’est la méthode proposée par Schulz et Bimschas. D’un point de vue physique,
elle se justifie. Par contre, elle se révèle extrêmement coûteuse à cause des passages successifs dans
l’outil de CAO, le mailleur et le code d’analyse.

La méthode proposée par Budak et Altintas est moins coûteuse car elle ne consiste pas à remailler mais
plutôt à déplacer les noeuds du maillage à mesure que l’outil avance, de manière à respecter
approximativement la géométrie de la pièce. Pour les opérations d’usinage étudiées dans le présent
travail, on pourrait utiliser une procédure similaire ou disposer une couche d’éléments correspondant à
la surépaisseur de matière et enlever ces éléments au fur et à mesure de l’avance de l’outil. Sur des
modèles de petite taille comme celui présenté par les auteurs (figure 52), une telle procédure est
concevable. Par contre, pour des maillages de pièces plus complexes, elle devient trop coûteuse.

Dès lors, nous choisissons de ne pas remailler la pièce et de n’utiliser qu’un seul modèle d’éléments finis
pour calculer les déformations du système. Idéalement, ce modèle devrait correspondre à la géométrie
de la pièce après l’opération d’usinage étudiée (le maillage le plus à droite sur la figure 62) . En effet,
c’est pour cette géométrie que la raideur de la pièce est la plus faible et, par conséquent, que les
déformations calculées sont les plus grandes, ce qui devrait conduire à un défaut d’usinage surestimé.
Pour les applications étudiées dans ce travail, l’épaisseur de matière coupée est généralement petite par
rapport à l’épaisseur de la pièce. Dès lors, l’effet de l’enlèvement de matière est beaucoup moins
important que pour l’application présentée par Budak et Altintas.
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Calcul itératif de la réponse

Comme la pièce se déforme durant l’usinage, l’engagement réel n’est pas égal à l’engagement théorique.
Or, les forces de coupe, qui dépendent linéairement de l’engagement, sont responsables des déformations
de la pièce. Budak et Altintas utilisent une procédure itérative pour prendre en compte le lien entre
déformation et forces de coupe. Cependant, pour le type d’applications que nous étudions dans ce travail,
les pièces sont relativement rigides de sorte que les déformations sont d’un ordre de grandeur nettement
plus faible que l’engagement de l’outil. En ébauche, la profondeur de passe varie entre 2 et 4 mm environ
et les déplacements au niveau de la surface usinée sont de l’ordre de 0.1 mm. En finition, la profondeur
de passe est de l’ordre de 0.5 mm pour des déplacements de l’ordre de 0.01 mm. Le rapport entre
engagement et déplacement est donc suffisamment grand pour négliger cet effet.

2.1.3. Méthode proposée

La méthode proposée pour calculer le défaut d’usinage est relativement simple (figure 63). Le système
étudié est constitué uniquement de la pièce et du montage. La pièce est modélisée par un seul maillage
d’éléments finis. Selon les cas, les éléments de fixation peuvent être maillés ou modélisés par des
éléments de ressort dont la raideur est équivalente à celle des éléments réels. Tous les autres éléments
du système (machine, outil, table, …) sont supposés parfaitement rigides. L’outil n’intervient dans le
modèle qu’au travers des forces qu’il applique sur la pièce.

La forme de la surface est obtenue en calculant  défauts nodaux,  étant le nombre de noeuds dun n
maillage de surface correspondant à la surface usinée. Pour chaque noeud, il faut d’abord déterminer la
position de l’outil pour laquelle ce noeud est coupé. Pour cette position, les forces de coupe sont
calculées puis appliquées sur le maillage. En répétant la même procédure pour chaque noeud, on obtient
finalement  cas de chargement du système (chapitre 2.4).n

Ensuite, les  déformées du système sont calculées par une analyse classique en statique linéaire. Lan
difficulté de la phase d’analyse provient du nombre élevé de cas de charge. Le chapitre 3 est
intégralement consacré aux problèmes liés à la résolution d'un système soumis à de nombreux cas de
charge et aux solutions développées pour rendre le calcul efficace.

Pour obtenir les  défauts nodaux, il suffit alors d’extraire de chaque déformée le déplacement normaln
du noeud coupé et de le changer de signe. On restitue la forme de la surface usinée en assemblant les n
défauts nodaux. La forme de la surface ainsi obtenue correspond à la variation de la hauteur de matière
laissée par l’outil. Remarquons qu’on peut observer des valeurs positives ou négatives, qui correspondent
respectivement au fait que l’outil a coupé moins ou plus de matière que prévu. En fraisage, on modélise
également l’effet du dépinçage de l’outil et la recoupe de la surface usinée par la fraise. La modélisation
de la recoupe requiert un certain nombre de cas de charge supplémentaires (chapitre 2.5).

Enfin, il reste à calculer la ou les erreurs géométriques normalisées (forme, orientation, …) qui doivent
être comparées aux tolérances spécifiées sur le plan de la pièce. Une méthode originale a été développée
à cet effet. Elle est décrite au chapitre 4.
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calcul et application des

données d’usinage

modèlisation du bridage

modèle de la pièce

calcul de n déformées

calcul des erreurs géométriques

restitution de la surface usinée

efforts de coupe

outil

Figure 63 : étapes du calcul des erreurs géométriques

2.1.4. Limitations du modèle

Lors de l’usinage, la coupe génère trois types de sollicitations de la pièce :

 les efforts de coupe,
 la chaleur produite par le cisaillement de la matière et le frottement,
 les déformations plastiques du matériau usiné. 

Dans ce travail, nous ne prenons en compte que les déformations de la pièce induites par les forces de
coupe car ce mode de sollicitation est le plus systématique des trois. Il intervient pour toutes les
opérations d’usinage et pour n’importe quel matériau usiné. Les deux autres modes de sollicitation sont
plus occasionnels.
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Q Q Q Qc o p= + +

Figure 64 : écoulement de la chaleur générée par la coupe

Figure 65 : carter de boîte de vitesses PK6 (RENAULT)

Déformations thermiques

Pour toutes les opérations d’usinage, la chaleur  produite par la formation du copeau et par leQ
frottement à l’interface pièce/outil est évacuée en grande partie par le copeau lui-même ( ) (figure 64)Qc
[sha84]. Le reste est repris par l’outil ( ) et par la pièce ( ), qui subit ainsi un échauffement durantQo Qp
l’usinage. Dans la grande majorité des cas, cet échauffement provoque des déformations qui sont d’un
ordre de grandeur plus faible que les déformations mécaniques, de sorte que l’on peut sans grande erreur
les négliger. Il y a cependant deux types d’applications pour lesquelles les déformations thermiques ont
un effet non négligeable : l’usinage des pièces en aluminium et l’alésage des fûts de cylindres.

Le coefficient de dilatation de l’aluminium est environ deux fois plus grand que celui de l’acier. Comme
les éléments du bridage sont en acier, une pièce en aluminium se déforme automatiquement lorsque sa
température augmente. L’échauffement est d’autant plus élevé qu’un grand nombre d’opérations sont
réalisées avec le même montage. Le problème se pose aussi lorsque la pièce est portée à une température
de référence  avant d’être usinée. Pour cela, la pièce, qui arrive à la température ambiante , estTref Tamb
d’abord fixée puis arrosée avec du liquide de coupe de manière à ce que sa température atteigne la
température de référence. Selon le signe de , la pièce peut se dilater ou se contracter. C’est le cas par∆T
exemple des carters de boîtes de vitesses (figure 65). Ce type de problème peut être modélisé par une
simple analyse linéaire : il suffit de fixer les déplacements au niveau des zones de serrage et d’imposer
une variation  de la température de la pièce. Comme le comportement du système est linéaire, la∆T
forme des surfaces usinées peut alors être obtenue en additionnant l’effet des déformations thermiques
et celui des déformations mécaniques.
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Figure 66 : champs de contraintes résiduelles dans une
plaque laminée

Dans un carter-cylindres, l’épaisseur des parois est très variable à cause de la présence des chambres
d’eau et des conduits d’alimentation d’huile. Lors de l’alésage des fûts de cylindres, la chaleur générée
par la coupe ne se répartit pas uniformément, ce qui provoque des contraintes thermiques et, par
conséquent, des déformations de la pièce. D’après plusieurs auteurs [kak93, sub93], celles-ci sont du
même ordre de grandeur que les déformations mécaniques. Elles sont modélisées en considérant une ou
plusieurs sources de chaleur, correspondant aux plaquettes de l’outil, qui se déplacent durant l’usinage.
Il s’agit ici d’un problème de thermique transitoire. En pratique cependant, on arrive à limiter fortement
les déformations thermiques des carters-cylindres en faisant circuler du liquide de refroidissement dans
les chambres d’eau [ste97].

Contraintes résiduelles

Le second phénomène est la présence de contraintes résiduelles dans la pièce. Ces contraintes peuvent
être dues au mode de réalisation de la pièce brute ou à la coupe. Pour une pièce moulée, les contraintes
proviennent du refroidissement des zones internes plus lent que celui des zones proches du moule. En
laminage, elles sont engendrées par le fort gradient de vitesse de la matière entre la sortie et l’entrée dans
les rouleaux et par le freinage des rouleaux à la sortie (figure 66a).

La coupe génère également des contraintes résiduelles, spécialement en dégrossissage où les conditions
de coupe sont très sévères. Sur la surface usinée, les contraintes sont localisées dans une couche de
quelques dixièmes de millimètres d’épaisseur.

Par nature, les contraintes résiduelles sont auto-équilibrées. Lorsque le champ de contraintes est coupé
par l’outil (figure 66b), les contraintes ne sont plus équilibrées, ce qui provoque une déformation
permanente de la pièce et une dégradation de la forme des surfaces préalablement finies (figure 66c). Ce
problème est observé en pratique sur certains types de carters-cylindres. La gamme consiste à réaliser
dans l'ordre l’ébauche des faces du carter, celle des fûts de cylindres, la finition des faces et celle des fûts.
Après leur finition, les faces sont conformes aux tolérances. Après les opérations de finition des fûts, les
faces sont hors tolérances, ce qui s’explique par la torsion du carter induite par la coupe du champ de
contraintes dans les fûts de cylindres.

La prise en compte des contraintes résiduelles est très complexe. D’une part, il existe peu de modèles
permettant de prévoir la forme du champ de contraintes et son intensité, surtout pour les contraintes dues
à la coupe. D’autre part, modéliser l’effet d’un champ de contraintes déséquilibré sur la déformée d’une
pièce est a priori très compliqué. Du reste, à notre connaissance, il n’existe dans la littérature aucune
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5 Une thèse, en collaboration avec la firme RENAULT, est actuellement en cours de démarrage. Un de ses objectifs est
précisément l’étude et la prise en compte des contraintes résiduelles.
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serrage

Figure 67 : modélisation du système de fixation

référence sur ce sujet. Dans le présent travail, nous n’intégrons pas l’effet des contraintes résiduelles mais
il est clair que l’étude de ce problème fera partie de développements futurs5.

2.2. Modélisation de la prise de pièce

2.2.1. Modèle linéaire

Dans la plupart des cas, on peut raisonnablement admettre que le contact entre la pièce et les divers
éléments du montage est parfait, autrement dit qu’il n’y a pas de glissement relatif ou de décollement au
niveau des surfaces de contact. Dès lors, le système pièce/montage réagit comme un assemblage. Cette
hypothèse n’est vraie que si les efforts de serrage sont suffisamment importants pour empêcher tout
décollement sous l’effet des forces appliquées par l’outil.

Pour modéliser le système de fixation de la pièce, deux solutions sont possibles : soit mailler les éléments
du bridage (figure 67a), soit les remplacer par des éléments de ressorts dont les raideurs reflètent le
comportement réel (figure 67b). Selon les applications, on choisira une solution ou l’autre. En général,
le bureau des méthodes dispose toujours d’un modèle CAO ou d'un maillage de la pièce. Par contre, pour
les éléments de fixation, c’est plus rare, surtout en phase de pré-production où les moyens de production
et, par conséquent, les éléments de fixation, ne sont pas encore choisis. Dans ce cas, on les modélise avec
des éléments de ressorts et on choisit comme raideur équivalente des valeurs standard. Pour donner un
ordre d’idée, la raideur équivalente d’un support est de l’ordre de . Généralement, le maillage105 N/mm
des éléments de fixations et celui de la pièce ne coïncident pas. Il faut alors faire appel à des fonctions
de collage pour assembler les différents maillages (voir chapitre 6).



Chapitre 2 - Modélisation page 51

Figure 68 : supports anti-poussée disposés sous un disque de frein (AUTO-CHASSIS
INTERNATIONAL)

Lorsque les conditions aux limites sont linéaires, il faut résoudre les équations d’équilibre du système
avec  seconds membres, soitn

(21)K q (l)  g (l) l  1 , n

où  est la matrice de raideur,  est un vecteur contenant les  degrés de liberté du système,  estK q (l) m g (l)

un vecteur contenant les forces extérieures pour le cas de charge  et  est le nombre de noeuds de lal n
surface usinée. Par la suite, nous omettrons l’indice  pour ne pas alourdir la notation, mais il s’agira(l)
toujours de calculer  vecteurs solutions.n

2.2.2. Modèle avec contacts

Pour certaines prises de pièce, on ne peut pas considérer que le contact est parfait entre la pièce et
certains éléments du bridage. C’est le cas lorsque l’on utilise des supports pour lesquels il n’est pas
possible de mettre une bride en vis-à-vis. Par exemple, pour le dressage des pistes de disques de freins,
des supports sont parfois disposés sous la pièce afin d’en limiter la déformation (figure 68). Ce type de
support est appelé anti-poussée. Selon la position de l’outil, le disque peut être plaqué sur l’appui, ou n'en
toucher que le bord, ou carrément se décoller de l’appui.

De même, lorsque les surfaces d’appuis ne sont pas parfaites, le contact entre la pièce et les supports
n’est pas assuré si le posage de la pièce n’est pas isostatique. Une prise de pièce est réputée isostatique
si la pièce repose sur trois appuis courts. Lorsque cette condition n’est pas vérifiée, on parle de posage
hyperstatique. Le problème est tout à fait similaire à celui d’une chaise posée sur un sol inégal et dont
un des quatre pieds ne repose pas sur le sol. S’il s’agit d’une chaise en plastique, elle se déforme
automatiquement lorsque l’on s’assied dessus.

En usinage, le problème est exactement le même. Imaginons une surface d’appui brute de fonderie dont
l’erreur de planéité est de . Si elle repose sur quatre appuis coplanaires, un des appuis sera, dans100 µm
le pire des cas, surélevé de  par rapport à la surface. Lorsque l’on vient serrer la pièce avec quatre100 µm
brides en vis-à-vis des appuis, elle se déforme nécessairement de manière à ce que les quatre supports
soient en contact. La déformation est d’autant plus grande que l’erreur de forme de la surface d’appui
est grande. Lorsqu’on relâche le serrage après l’opération, la surface usinée présente une erreur de forme
dont l’amplitude est liée à celle de la surface d’appui. Si le posage était isostatique, le serrage de la pièce
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Figure 69 : borne supérieure sur le déplacement normal

n’engendrerait quasiment aucun défaut.

Pour prendre en compte ces deux problèmes, il faut introduire dans la modélisation de la prise de pièce
des éléments de contact qui tiennent compte de la présence d’un ou plusieurs appuis, décalés ou non par
rapport à la surface d’appui de la pièce. Ces éléments de contact sont standard dans les codes d'éléments
finis. La direction du contact est la normale à la surface d’appui. Par convention, on choisit la normale
pointant vers l’extérieur de la pièce. La condition de contact correspond à une borne supérieure  surU
le déplacement normal  (figure 69). Une valeur non nulle de la borne correspond à un défaut de formew
de la surface d’appui et une valeur nulle à la présence d’un support anti-poussée.

Lorsque le contact est actif, le déplacement normal est égal à la borne supérieure . Physiquement, leU
contact s’accompagne de frottement. Si la pression normale  au niveau de l’appui est suffisammentN
grande, le frottement tend à s’opposer à tout déplacement dans le plan de l’appui, ce qui se traduit par

(22)T  µ N  T ext

où  est la force de frottement,  est le coefficient de frottement entre les deux matières, celle de laT µ
pièce et celle du support, et  est la force extérieure appliquée sur la pièce dans le plan de la surfaceT ext

d’appui. Le principe du bridage est de serrer suffisamment la pièce de manière à avoir un frottement tel
qu’aucun déplacement n’est plus possible au niveau des zones d’appui et des zones de serrage. Il y a
cependant une limite aux forces de serrage que l’on peut appliquer. Pour favoriser le maintien en position
de la pièce, on utilise parfois des éléments de serrage ou de support avec des zones de contact striées.

On pourrait donc modéliser la prise de pièce en intégrant du contact avec frottement pour toutes les zones
de contact entre la pièce et les éléments du bridage. Cependant, une telle modélisation n’est pas simple
et peut être très coûteuse en temps de calcul. Etant donné que l’intérêt principal du contact est de prendre
en compte le décollement ou non de la pièce par rapport aux supports, nous ne considérons ici que du
contact pur.

Si l’on n’intègre que du contact pur (sans frottement) dans la modélisation, le problème consiste à
minimiser l’énergie totale du système, soit

(23)
min

q

1
2

q T K q  q T g (n problèmes)

avec qj  Uj j  1, J
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6 La force d’avance développe en fait une puissance non nulle mais faible par rapport à la puissance de coupe, étant donné
que la vitesse d’avance est bien plus faible que la vitesse de coupe.

où les  degrés de liberté  sont bornés. Le premier terme de l’énergie totale représente l’énergie deJ qj
déformation et le second le travail des forces extérieures.

2.3. Calcul des forces de coupe

2.3.1. Exposé du problème

Parmi les trois composantes de l’effort total appliqué par l’outil, seule la force de coupe  est plus ouFc
moins bien connue étant donné que c’est celle qui détermine la puissance de coupe  et donc laPc  Fc v
puissance de la machine-outil. Les fabricants d’outils fournissent généralement des données permettant
de calculer approximativement la force de coupe en fonction du type de matériau usiné. A titre
d’exemple, le fabricant suédois SECO donne, pour chaque classe de matériaux (figure 70), la pression
spécifique de coupe  et l’exposant  permettant de calculer la force de coupe parkc1.1 mc

(24)Fc  b h 1mc (1 n

100
) kc1.1

où  et  sont respectivement la largeur et l’épaisseur de coupe en mm et  est l’angle de coupe normalb h n
en degrés. Les deux autres composantes de l’effort total, la force d’avance  et la force passive , neFf Fp
développent aucune puissance6 et n’entrent donc pas en ligne de compte pour le choix de la machine-outil
et des conditions de coupe. Dès lors, ces deux forces sont relativement mal connues.

On trouve dans la littérature des indications très sommaires. Citons Chevalier et Bohan [che79] qui
donnent la force d’avance  et la force passive  en fonction de la force de coupe  pour le tournageFf Fp Fc
(table 1). La force de coupe peut être calculée par la formule (24). Faute de mieux, ce type d’estimation
donne au moins une idée de l’amplitude des forces de coupe.

Pour obtenir un résultat réaliste en simulation, il faut calculer les efforts de coupe avec un minimum de
précision. A l’heure actuelle, il n’existe malheureusement pas de méthode de calcul fiable qui ne requière
un minimum de données expérimentales. Les méthodes numériques ou les modèles théoriques (Oxley,
Usui, …) sont très complexes et requièrent souvent des paramètres qu’il est impossible de mesurer sans
un matériel extrêmement pointu. Dès lors, on peut difficilement utiliser ce type de méthodes dans un
environnement industriel.

type d’outil matériau Ff Fp

outil à charioter acier 2/5 Fc 2/5 Fc

fonte 1/3 Fc 1/3 Fc

outil couteau
(dressage)

acier 2/3 Fc 1/10 Fc

fonte 2/3 Fc 1/10 Fc

Table 1 : estimation de  et  en fonction du type d’outil et du matériau usiné [che79]Ff Fp
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Figure 70 : valeurs de  et  en fonction du groupe de matériaux [sec04]kc1.1 mc

Pour déterminer les efforts de coupe, il existe d’autres méthodes moins évoluées mais plus proches de
la pratique industrielle. C’est ce qu’on appelle les méthodes empiriques. Pour ces modèles, les forces
dépendent de certains paramètres d’usinage classiques (avance, angles d’outil, …) et de paramètres qui
doivent être déterminés expérimentalement à partir de simples mesures des efforts de coupe. Ce qui
différencie les modèles empiriques entre eux est le degré de sens physique qu’ils contiennent. Dans ce
chapitre, nous décrivons deux modèles : celui de Kienzle, qui est sans doute le modèle le plus connu, et
celui développé par Gu et al. [gu91].
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2.3.2. Modèle de Kienzle

Il est courant d’exprimer les forces de coupe comme le produit de l’aire de coupe  par une pression,A
soit

(25)Fi  A ki  b h ki i  c , f , p

où l’indice  correspond aux trois directions de coupe (coupe, avance et passive) et les pressions  sonti ki
les pressions nominales de coupe. On attribue généralement à Kienzle l'expression de la pression
nominale de coupe sous la forme d'une puissance de l’épaisseur de coupe , soith

(26)ki  ki 1.1 h  mi i  c , f , p

où les pressions  sont les pressions spécifiques de coupe. Elles correspondent aux pressions de coupeki 1.1
pour une section transversale  d’un millimètre d'épaisseur sur un millimètre de largeur. L’expressionA
(26) n'est valable que dans un domaine limité de valeurs de . Les relations (25) et (26) reviennent àh
écrire

(27)
Fc  b h 1mc kc 1.1

Ff  b h 1mf kf 1.1

Fp  b h 1mp kp 1.1

La figure 71 montre la pression nominale de coupe et la force de coupe pour les sept premières classes
de matériaux établies par la firme SECO (figure 70). A partir de deux mesures d’efforts de coupe réalisées
à deux avances différentes  et , on peut obtenir les pressions spécifiques  et les exposants h1 h2 ki 1.1 mi
de manière très simple. Pour la force de coupe, on a

(28)
F (1)

c  b h
1mc
1 kc 1.1

F (2)
c  b h

1mc
2 kc 1.1

 mc  1 

log
F (1)

c

F (2)
c

log
h1

h2

 kc 1.1 
F (1)

c

b h
1mc
1

où  et  sont les forces de coupe mesurées pour une épaisseur de coupe égale respectivement à F (1)
c F (2)

c h1
et . On réalise la même opération pour les deux autres forces. Les lois de Kienzle ainsi établies ne sonth2
valables que sur l’intervalle .[h1 h2 ]
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Figure 71 : évolution de la pression nominale de coupe et de la force de coupe
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Figure 72 : efforts mesurés (a) et lois de Kienzle par intervalle (b)

Lorsque l’intervalle d’épaisseur de coupe sur lequel on veut déterminer les lois de Kienzle est très large,
on le découpe en plusieurs sous-intervalles et on répète la même procédure pour chaque intervalle. On
obtient alors des lois de Kienzle spécifiques à chaque intervalle (figure 72). Les pressions spécifiques
obtenues à partir de mesures sont dites de référence et sont notées . Elles ne sont valables que pourk 

i 1.1
des conditions (vitesse de coupe, outils, ...) identiques aux conditions expérimentales pour lesquelles
elles ont été déterminées.

Les différents paramètres qui influencent les efforts de coupe sont :

• l'angle de direction d'arête de l'outil ,r
• l'angle de coupe normal ,n
• l'angle d'inclinaison d'arête de l'outil ,s
• la vitesse de coupe ,v
• la matière de coupe,
• le refroidissement et la lubrification,
• l'usure de l'outil.
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Pour des conditions différentes de celles de référence, les pressions spécifiques sont calculées en
multipliant les pressions spécifiques de référence  par un certain nombre de facteurs correctifsk 

i 1.1
dépendant des paramètres de coupe, soit

(29)ki1.1  k 

i1.1 C
r,i

C
n,i C

s,i
Cvc

Cmat Cus i  c , f , p

avec  correction en fonction de l'angle de direction d’arête ,C
r,i r

 correction en fonction de l'angle de coupe normal ,C
n,i n

 correction en fonction de l’angle d’inclinaison d’arête ,C
s,i s
 correction en fonction de la vitesse de coupe ,Cvc

v
 correction en fonction du matériau de coupe,Cmat

 correction en fonction de l’usure de l’outil.Cus

On trouve des valeurs pour tous ces facteurs principalement dans la littérature scientifique allemande.
Par exemple, d’après König et Essel [kon73], l’influence de l’angle d’inclinaison d’arête  est données
par les relations suivantes :

(30)

C
s , c  ( 1  0.015 ( s  s0 ))

C
s , f  ( 1  0.015 ( s  s0 ))

C
s , p  ( 1  0.1 ( s  s0 ))

où  est l’angle d’inclinaison d’arête de référence, les deux angles étant comptés en degrés.s0

2.3.3. Modèle de Gu et al.

Dans le modèle de forces de coupe présenté par Gu et al., les trois forces sont données par

(31)
Fc  Kn A [ cos p cos n  µ ( sin re sin n  cos re sin p ) ]
Ff  Kn A [ cos p sin n  µ sin re cos n ]
Fp  Kn A [ sin p  µ cos re cos p ]

où  est la pression de coupe normale,  est le coefficient de frottement,  est l’angle de directionKn µ re
d’arête apparent et les angles  et  sont caractéristiques de l’outil. La pression de coupe normale p n Kn
est égale à la force de coupe normale  divisée par l’aire de coupe . Le coefficient de frottement Fn A  b h µ
est le rapport entre la force normale et la force tangentielle à la face de coupe .Ft

En examinant de plus près les formules (31), on constate que les trois forces de coupe proviennent de la
décomposition des deux forces primaires  et  en fonction des angles d’outil ,  et . Pour desFn Ft n p re
conditions équivalentes à celles de la coupe orthogonale (  et ), on retrouvep  0° re  90°

(32)
Fc  Kn A ( cos n  µ sin n )  Fn cos n  Ft sin n  F cos (  n )
Ff  Kn A ( sin n  µ cos n )  Fn sin n  Ft cos n  F sin (  n )
Fp  0
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r

Figure 73 : direction d’écoulement du copeau

Figure 74 : angle  obtenu pour une pression de frottement constante (a) et variable (b)re

ce qui correspond à la décomposition de l’effort total de coupe  selon les axes de coupe comme nousF
l’avons vu au chapitre 1. L’angle de frottement  est défini par  et la force d’avance tan  µ Ff
correspond à la force  définie en coupe orthogonale.F

L’angle de direction d’arête de coupe apparent  prend en compte le fait que le copeau ne s’écoule pasre
selon la direction normale à l’arête de coupe principale mais selon un angle plus petit à cause de l’arrondi
du bec de l’outil et de l’avance (figure 73). L’angle  correspond également à la direction de la forcere
tangentielle , qu’on appelle aussi force de frottement. Il peut être déterminé en considérant uneFt
pression de frottement  constante le long de l’arête de coupe [fu84]. Dans ce cas, l’angle Kf re
correspond à la normale à la corde qui va d’une extrémité à l’autre de l’arête en prise (figure 74a).
D’après Stephenson [ste97], une méthode plus précise pour déterminer  consiste à considérer unere
pression de frottement qui varie avec l’épaisseur de coupe comptée sur la normale à l’arête [sub87]. Dans
ce cas, il faut calculer l’intégrale

(33)I  
L

0

h (x ) n (x) dx

où  est la longueur de l’arête en prise,  est la normale à l’arête et  est la loi qui donne l’épaisseurL n h (x )
de coupe en fonction de l’abscisse curviligne  de l’arête (figure 74b). Cette solution est valable pourx
des conditions de coupe standard, c'est-à-dire pour une épaisseur de coupe  plus petite que le rayon deh
bec de l’outil .r
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7 AISI : American Iron and Steel Institute.
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Figure 75 : épaisseur de coupe équivalente [ste95]

En pratique, pour utiliser le modèle de Gu, on ne doit déterminer expérimentalement que la pression de
coupe normale  et le coefficient de frottement , l’angle de direction d’arête de coupe apparent Kn µ re
pouvant être calculé. Pour un matériau et une matière de coupe donnés, des mesures d'efforts de coupe
permettent d'établir des lois empiriques qui donnent  et  en fonction des paramètres de coupe.Kn µ
D'après Stephenson et Bandyopadhyay [ste95], la pression de coupe et le coefficient de frottement
peuvent être calculés par

(34)
Kn  Cn h

an
eq v bn (1  sin n )cn

µ  Cf h
af

eq v bf (1  sin n )cf

où  est l'épaisseur de coupe équivalente, c'est-à-dire l'épaisseur d'un copeau de section rectangulaireheq
dont la surface est égale à l'aire de coupe  et la largeur est égale à la longueur de l'arête en prise A Lc
(figure 75). Les deux constantes et les six exposants sont déterminés expérimentalement. Par exemple,
pour un acier AISI7 1018, dont la dureté Brinell est de 163, et des plaquettes en carbure revêtu, les
valeurs des différents paramètres sont données à la table 2. 

2.3.4. Détermination des paramètres du modèle de Gu et al.

Afin de déterminer les paramètres du modèle de Gu et al., nous avons utilisé les résultats obtenus par
König et Essel [kon73] à partir de mesures d’efforts de coupe en chariotage. Les auteurs ont déterminé
les lois de Kienzle pour un grand nombre d'aciers (aciers doux, aciers faiblement alliés, fortement alliés,
aciers pour outils, …). Pour chaque matériau, les pressions spécifiques de références  et lesk 

i 1.1
exposants  sont donnés ainsi que les conditions expérimentales. Les essais ont été réalisés avec deuxmi

Cn an bn cn Cf af bf cf

2119 -0.231 -0.080 1.149 0.453 -0.095 -0.090 -0.233

Table 2 : constantes permettant de calculer  et  pour un acier AISI 1018 [ste95]Kn µ
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Figure 76 : géométrie des outils utilisés pour les essais [kon73]

outils munis de plaquettes en carbure, l’un avec une géométrie positive et l’autre avec une géométrie
négative (table 3). Les mesures ont été effectuées à des vitesses de coupe allant de 50 à 200 m/min et sur
une plage d’avance allant de 0.125 à 1 mm/tour.

Pour tous les essais, la profondeur de passe est de 3 mm, l'angle de direction d'arête de l'outil  est der
70° et le rayon de bec des outils  vaut 0.8 mm. Pour l’arête de coupe en prise dans la matière, un rapider
calcul montre que la portion rectiligne de l’arête en prise est d’environ 2.63 mm contre 0.98 mm pour
la partie circulaire jusqu’au point le plus bas de l’outil (figure 76). La longueur de l’arête secondaire en
prise dépend de l’avance par tour. Pour l’avance la plus grande (1 mm/tour), sa longueur est d’environ
0.35 mm et elle est quasiment nulle pour l’avance la plus petite (0.05 mm/tour). La coupe se fait environ
de 66% à 75% sur la portion rectiligne de l’arête de coupe et de 34% à 25% sur la partie arrondie.

A partir des lois de Kienzle, nous recalculons les efforts de coupe ,  et  pour une plageFc Ff Fp
d’épaisseurs de coupe allant de 0.05 à 0.7 mm environ. Ensuite, nous utilisons ces forces comme si elles
étaient mesurées. Pour tous les matériaux, nous déterminons les paramètres du modèle de Gu et al. que
nous traçons en fonction de l’épaisseur de coupe  (figure 77). Les courbes sont coloriées en fonctionh
de la dureté Brinell du matériau, qui va de 112 (bleu foncé) à 339 (en rouge). Les angles de direction
d'arête apparents  calculés en considérant une pression de frottement constante  et une pressionre

(pu)
re

variable  sont dessinés en trait noir épais.(pv)
re

n (° ) s (° ) r (° ) n (° ) r (° ) r (mm)

coupe positive 6 0 70 5 90 0.8

coupe négative -6 -6 70 6 90 0.8

Table 3 : géométrie des outils de tour utilisés [kon73]
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Figure 77 : évolution des paramètres , ,  et  (coupe positive et vitesse de coupe de 100 m/min)Kn Kf µ re

On constate que :

 la pression normale  diminue hyperboliquement en fonction de l’épaisseur de coupe et estKn
d’autant plus grande que la dureté du matériau est élevée;

 la pression tangentielle , qui est due au frottement, évolue de la même façon en fonction deKf
l’épaisseur mais diminue avec la dureté du matériau;

 l’angle de direction d'arête apparent tiré des mesures est compris entre les deux solutions calculées.

Le fait que la dureté du matériau augmente la force normale , nécessaire pour générer le cisaillementFn
du matériau, est bien connu. Par contre, le fait que la force de frottement  diminue avec la dureté estFt
assez inédit. Lorsqu’on compare les courbes déterminées pour la coupe positive (figure 77) et celles
obtenues pour la coupe négative (figure 78), on constate que, pour un même matériau,

 la pression normale augmente en coupe négative, ce qui est dû à l’angle de coupe ,n
 la pression de frottement et l’angle de direction d’arête apparent sont quasiment inchangés par

rapport à ceux observés pour la coupe positive.
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Figure 78 : évolution des paramètres , ,  et  (coupe négative et vitesse de coupe de 100 m/min)Kn Kf µ re

2.3.5. Discussion

D’un point de vue théorique, le modèle de Kienzle présente certains défauts qui, du reste, sont propres
aux modèles à exposants. Tout d’abord, lorsque l’épaisseur de coupe tend vers zéro, les forces de coupe
deviennent nulles. Or, toutes les mesures d’efforts de coupe montrent que celles-ci dépendent
linéairement de l’épaisseur de coupe et qu’elles tendent vers des valeurs non nulles quand l’épaisseur
tend vers zéro. Cela traduit le fait que, pour des épaisseurs très petites, la matière n’est plus coupée par
l’outil mais flue sous l’outil (figure 79). On appelle cela le refus de coupe. Pour une épaisseur tendant
vers l’infini, les pressions spécifiques  tendent vers zéro, ce qui est également incorrect sur le planki
théorique.
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nh r>> nh r≈

Figure 79 :  refus de coupe

Figure 80 : évolution des exposants en fonction des pressions spécifiques, d’après les données publiées par
König et Essel [kon73]

Le second point faible du modèle de Kienzle est que les trois forces de coupe sont indépendantes, alors
qu'en réalité, elles sont dues à la décomposition des deux forces primaires  et . Lorsque les angles Fn Ft n
et  sont proches de zéro, la force de coupe  et la force normale  sont quasiment confondues. Lap Fc Fn
force d'avance et la force passive proviennent quant à elles de la décomposition de la force tangentielle Ft
selon la normale à l'arête de coupe (angle ).r

Ce problème peut être mis en évidence en traçant, pour les trois composantes (coupe, avance et passive),
l’exposant  en fonction de la pression spécifique  (figure 80). Pour la coupe (graphique demi ki 1.1
gauche), les valeurs ont une certaine cohérence. Les exposants sont compris entre 0.2 et 0.3 et la pression
spécifique de coupe est comprise entre 1500 et 1800 MPa et augmente avec la dureté, ce qui correspond
à ce qu’on peut trouver dans les manuels des fournisseurs d’outils pour des aciers de ce type.
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Figure 81 : loi exponentielle et loi affine de l'épaisseur (a) et pressions de coupe
correspondantes (b)

Par contre, pour les deux autres composantes, les exposants évoluent de manière erratique, ce qui indique
que les deux forces ne sont pas indépendantes. A notre sens, il aurait été plus judicieux de considérer une
pression spécifique de frottement  et un exposant .kt 1.1 mt

Enfin, les trois facteurs correctifs de la formule (29) portant sur les angles d'outils ne donnent que des
tendances très approximatives, voire irréalistes. A ce titre, le facteur correctif en fonction de l’angle de
direction d’arête  donné par König et Essel est très surprenant : il stipule que la force passive changer
de signe brutalement lorsque l’angle  devient plus grand que 90°, ce qui revient à dire que l’outil attirer
la pièce à lui.

D’un point de vue physique, le modèle présenté par Gu est beaucoup plus rigoureux. Les paramètres ,Kn
,  et  évoluent de manière cohérente, ce qui n'est pas le cas des paramètres du modèle de Kienzle.Kf µ re

En fait, le modèle de Gu n'est pas un modèle purement empirique mais plutôt un modèle semi-empirique
présentant deux parties distinctes :

 la première partie est la décomposition des deux forces primaires  et  en fonction de laFn Ft
géométrie de l'outil, ce qui correspond à l'équation (31), et le calcul de l'angle de direction d'arête
apparent . C'est la partie physique du modèle;re

 la seconde partie est l'établissement des formules (34) donnant la pression de coupe normale  etKn
le coefficient de frottement  en fonction des paramètres d'usinage et de constantes qui sontµ
déterminées expérimentalement. C'est la partie empirique du modèle.

Seul le choix des expressions (34) est discutable. Tout d'abord, on retrouve dans ces formules une loi de
puissance de l'épaisseur de coupe similaire au modèle de Kienzle, ce qui conduit à des forces de coupe
tendant vers zéro lorsque l'épaisseur tend vers zéro. Il est plus réaliste de considérer une variation affine
des forces de coupe avec l'épaisseur de coupe (figure 81a), ce qui correspond à une pression de la forme:

(35)C1 
C2

h

Ainsi, lorsque l'épaisseur de coupe tend vers zéro, les efforts de coupe tendent vers des valeurs non nulles
et lorsque l'épaisseur de coupe tend vers l'infini, les pressions  et  décroissent de manièreKn Kf
asymptotique vers  (figure 81b). L'expression (35) est suggérée par plusieurs auteurs [ren98, alt04].C1
Physiquement, le terme en  correspond à une force répartie sur l’aire de coupe  et le terme en C1 A  b h C2
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correspond à une force linéique appliquée par l’arête de coupe :

(36)F  C1 b h  C2 b

De même, dans l'équation (34), il serait plus significatif de déterminer une loi empirique donnant la
pression de frottement  à la place du coefficient de frottement . En effet, ce dernier introduit unKf µ
couplage artificiel qui masque les évolutions propres des pressions  et  en fonction des paramètresKf Kn
de coupe. Ainsi, les courbes des figures 77 et 78 indiquent que la pression de frottement ne varie
quasiment pas avec l'angle de coupe normal . Par contre, le coefficient de frottement augmente avec n n
simplement parce que la pression de coupe normale  diminue.Kn

Enfin, d'après Stephenson, les constantes des formules empiriques (34) doivent être déterminées pour
chaque couple matière de coupe/matière usinée, ce qui requiert un très grand nombre de mesures. Or, on
remarque sur les courbes des figures 77 et 78 que les pressions  et  évoluent de manière régulièreKn Kf
avec la dureté du matériau. Il est donc fort probable que l'on puisse déterminer des lois qui lient les
pressions à la dureté. Pruvot [pru93b] propose de telles lois pour les aciers : la pression de coupe normale
est donnée par

(37)Kn 
275
h 0.65

 f (Rm ) Cv C

avec la fonction  qui vautf (Rm )

(38)f (Rm )  Rm 0.4914
1800Rm

950

2

 1.075

Les coefficients  et  reflètent respectivement l'influence de la vitesse de coupe et de l'angle deCv C
coupe normal et  est la contrainte de rupture en traction en MPa. Une expression similaire estRm
également donnée pour la pression de frottement. Pour les aciers, la contrainte de rupture en traction Rm
est liée à la dureté Brinell du matériau par une loi quasiment linéaire.

Cependant, on ne peut pas lier les pressions uniquement à la dureté du matériau. Ainsi, il est bien connu
que les forces de coupe pour un acier et une fonte de même dureté ne sont pas du tout les mêmes, toutes
choses étant égales (outil et conditions de coupe). Il faut donc établir des lois valables pour une classe
de matériaux et une matière de coupe données : les aciers avec des outils en carbure, les alliages
d'aluminium avec des plaquettes en diamant, …

De nombreux modèles de forces de coupe semi-empiriques sont proposés dans la littérature spécialisée.
Malheureusement, les auteurs se contentent dans la majorité des cas de déterminer les constantes pour
un seul couple matière de coupe/matière usinée, ce qui a une portée très limitée. Jusqu'à présent, très peu
d'efforts ont été investis dans le développement de modèles généraux, mis à part celui proposé par Pruvot
pour les aciers. De tels modèles seraient pourtant utiles dans de nombreuses situations : dimensionnement
de broches, de machines-outils, de porte-outils, d'éléments de bridage, prévision du broutement, … Il va
de soi que l'établissement de lois empiriques requiert toujours de gros moyens expérimentaux. Ce type
de développement ne peut être réalisé que par des structures qui possèdent de tels moyens comme les
principaux fournisseurs d'outils coupants ou des organismes spécialisés d'aide aux entreprises [cet04,
cri04].
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Dans ce travail, nous utilisons les données disponibles pour calculer les efforts de coupe. Dans la plupart
des cas, il s'agit des données fournies par le fabricant d'outils, qui permettent de calculer la force de coupe

 par la formule (24). Pour les deux autres forces,  et , nous utilisons une méthode très sommaireFc Ff Fp
basée sur un coefficient de frottement  estimé (cf. chapitre 5). Par contre, pour des aciers, nous pouvonsµ
utiliser le modèle de Gu et les pressions  et  que nous avons déterminées au chapitre 2.3.4. Enfin,Kn Kf
dans certains cas, nous disposons directement des efforts de coupe mesurés.

Pour conclure, nous résumons à la table 4 l'évolution des différents paramètres en fonction de la
géométrie de l'outil et des conditions de coupe. Ces tendances sont données seulement à titre indicatif.
Certaines d'entre elles ne sont valables que pour les aciers. On notera que l'usure de l'outil modifie
considérablement les efforts de coupe : pour un outil en fin de vie, on peut constater une augmentation
de 30% pour la pression de coupe et jusqu'à 100% pour celle de frottement [ste97].

usuren s r rt r v f ou fZ a

      Kn

    Kf

   re

      Fc

       Ff

       Fp

     Ff /Fp

Table 4 : évolution des paramètres du modèle de Gu et al. et des forces de coupe en fonction des caractéristiques de l’outil et
des conditions de coupe
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avance

Figure 82 : coupe d’un point de la surface usinée

2.4. Application des forces de coupe

2.4.1. Positions de coupe

D’après le modèle que nous avons choisi, le défaut en un noeud de la surface est engendré lorsque l’outil
coupe ce noeud. Il faut tout d’abord préciser à quelle position de l’outil correspond cet instant. En réalité,
l’outil passe plusieurs fois sur un point donné de la surface usinée (figure 82). C’est seulement lorsque
la partie active de l'outil, c'est-à-dire l'arête de coupe en prise, passe pour la dernière fois que le défaut
est réellement imprimé en ce point de la surface.

Prenons d’abord le cas de l’outil de tour. Il est caractérisé par une seule arête de coupe. Selon la
géométrie de la plaquette, l’arête de coupe peut avoir des formes très différentes : plaquette ronde, à
facettes, … Le cas d’une plaquette classique est illustré à la figure 82. La position de l’outil
correspondant à la coupe du point P de la surface est indéterminée.

Le point A, qui correspond au creux d’un sillon, est coupé par le point le plus bas de l’arête de coupe.
Les points B et C, qui correspondent aux sommets du sillon, sont coupés par l’arrondi du bec de l'outil.
Pour un point P quelconque, toutes les situations intermédiaires entre B et C sont possibles. Pour une
fraise ou un outil d'alésage, qui présentent plusieurs arêtes de coupe, le problème est semblable.

Pour lever cette indétermination, nous considérons comme point de référence de l’outil le point le plus
bas de l’arête de coupe, c’est-à-dire le point A sur la figure 82. De cette manière, nous commettons une
erreur sur la position de l’outil selon la direction d’avance  et une erreur sur la hauteur de matièrea
laissée par l’outil au noeud considéré .z

L’erreur selon la direction d’avance  est au maximum égale à la moitié de l’avance par tour  ena f
tournage et à la moitié de l’avance par dent  en fraisage et en alésage au grain (figure 83). Etant donnéfZ
que l’avance est petite par rapport aux dimensions de la pièce, l’erreur commise est négligeable. L’erreur z
est au maximum égale à la rugosité totale  de la surface. Cependant, comme dans ce travail nous neRt
modélisons que la déviation de la forme de la surface usinée, cette erreur n’a pas de conséquence sur le
résultat obtenu.
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Figure 83 : erreur sur la position de calcul et sur la hauteur du point coupé

Figure 84 : positions de l’outil en tournage

Pour déterminer les positions successives de l’outil, un outil de tour se ramène à un point et une fraise
ou un outil d'alésage se ramènent à  points situés sur un cercle de diamètre ,  étant le nombre deZ D Z
dents de l’outil. Pour les outils multi-plaquettes, il s’agit d’une simplification par rapport à la réalité car
les plaquettes d’un outil ne sont jamais parfaitement réglées. Chacune se trouve à une position (radiale
et axiale) légèrement différente de celle des autres. Ceci a une grande influence sur l’état de surface mais
n’a que très peu d’effet sur les efforts appliqués par chaque plaquette car les décalages entre les
plaquettes sont petits par rapport à l'épaisseur de coupe et à l'engagement.

2.4.2. Positions de l’outil en tournage

Pour toutes les opérations de tournage, nous utilisons un système de coordonnées cylindriques pour
lequel l’axe  est l’axe de rotation de la pièce. En chariotage et en alésage au tour, l’outil se déplacez
selon l’axe  tandis qu’en dressage, l’outil se déplace radialement. Pour les  noeuds de la surfacez n
usinée, les positions de l’outil sont déterminées en faisant correspondre le noeud et le point de référence
de l’outil (figure 84).

Les forces de coupe sont appliquées selon un système d’axes propre à chaque noeud. Pour des opérations
de chariotage et d’alésage, l’axe  est l’axe d’avance, l’axe  est l’axe de coupe et l’axe  est l’axeez e eR
selon lequel est appliquée la force passive. En dressage, l’axe d’avance est l’axe  et la force passiveeR
est appliquée selon l’axe . Pour la plupart des opérations de tournage, les conditions de coupe sontez
constantes tout au long de la trajectoire, ce qui correspond à des forces de coupe constantes. 

Cependant, les conditions de coupe peuvent varier dans certaines situations : 

 en dressage, si la fréquence de rotation est fixée, la vitesse de coupe diminue ou augmente selon que
l’outil se déplace vers l’axe de rotation ou non;

 on peut réduire l’avance durant l’usinage afin de limiter les efforts de coupe;
 la profondeur de passe peut varier à cause des inégalités de la pièce brute, du mauvais alignement

de l’axe de la pièce et de l’axe du tour ou du défaut de forme engendré par une opération antérieure.
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Figure 85 : diminution de l’avance par tour au milieu de la trajectoire

(x2,y2)

e2

e1

(x0,y0)

(x1,y1) RT

Figure 86 : trajectoire complexe en fraisage en
bout

Dans ces différentes situations, on doit recalculer les efforts de coupe pour chaque position de l’outil.
Dès lors, il faut pouvoir prendre en compte n’importe quel type de variation des conditions de coupe sur
la trajectoire. Par exemple, pour le chariotage d'un barreau, on peut réduire l'avance lorsqu'on usine le
milieu du barreau, de manière à limiter sa déformation et, par conséquent, son défaut de forme (figure
85). En pratique, pour calculer les efforts de coupe, il faut déterminer les conditions de coupe effectives
(avance, profondeur de passe, vitesse de coupe, …) qui sont associées à chaque position de l'outil.

2.4.3. Positions de l’outil en fraisage

En fraisage en bout, la trajectoire de l’outil dépend du type de machine utilisée. Sur une machine-
transfert, il s’agit presque toujours d’une trajectoire rectiligne avec une fraise de diamètre plus large que
la pièce, car ce type de machine ne possède pas de contrôleur permettant des trajectoires plus complexes.
Sur des centres d’usinage, on peut utiliser une fraise dont le diamètre est moins grand que la largeur de
la surface à réaliser, pour des raisons d’encombrement par exemple. Dans ce cas, l’outil peut décrire une
trajectoire plus complexe constituée de plusieurs segments rectilignes entrecoupés éventuellement par
des portions d’arcs de cercles (figure 86).

Chaque segment est caractérisé par les coordonnées de son origine et de son extrémité. Pour les segments
circulaires, il faut en plus donner le rayon de la trajectoire , l’angle d’ouverture du segment  et leRT
sens de parcours (horlogique/anti-horlogique). En fraisage, un système d’axes cartésiens est utilisé. Les
axes  et  se trouvent dans le plan de la surface usinée et le troisième axe  est normal à celle-ci ete1 e2 e3
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Figure 87 : position du problème (a) et solution (b) pour un segment de trajectoire rectiligne

pointe vers l’extérieur de la pièce.

Pour un noeud N de la surface usinée de coordonnées , le problème consiste à déterminer la(xN , yN )
position du centre d’un cercle de diamètre  qui suit la trajectoire et tel que le noeud N appartienne auD
cercle. 

Segment rectiligne

Pour un segment rectiligne (figure 87a), le centre de la fraise part du point  de coordonnées P0 (x0 , y0 )
et atteint le point  de coordonnées . Géométriquement, le problème revient à trouver lesP1 (x1 , y1 )
intersections du segment  avec le cercle de rayon  centré en N. L’équation paramétriqueP0P1 Rf  D /2
de la droite  estd01

(39)
x  (1  t ) x0  t x1
y  (1  t ) y0  t y1

et celle de la droite  perpendiculaire à  passant par le noeud N estdNE d01

(40)(x1  x0 ) (x  xN )  (y1  y0 ) (y  yN )  0

A partir de ces deux équations, on peut trouver la valeur du paramètre  correspondant au point EtE

(41)tE 
(x1  x0 ) (xN  x0 )  (y1  y0 ) (yN  y0 )

P0P1
2

et ses coordonnées . Si la distance  est inférieure ou égale à , il y a deux intersections(xE , yE ) NE Rf
entre le cercle et la droite . Parmi ces deux intersections, seul le point A correspond à une positiond01
où la partie avant de la fraise coupe le noeud N (figure 87b). Le point B correspond quant à lui à une
position de la fraise pour laquelle la partie arrière de l’outil coupe le noeud. La valeur  correspondanttA
au point A est donnée par
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Figure 88 : position du problème

Figure 89 : exemples de portions circulaires; la solution est tracée en orange

(42)tA  tE 
R 2

f  NE2

P0P1

Si cette valeur est comprise dans l’intervalle , le noeud N est coupé par l’outil sur la portion de[ 0 , 1 ]
trajectoire  lorsque le centre de la fraise se trouve en .P0P1 (xA , yA )

Segment circulaire

Pour un segment circulaire, la fraise part du point  et atteint le point  sur l’arc de cercle de rayon P0 P1 RT
et d’ouverture angulaire  (figure 88). Le centre de la trajectoire est le point T de coordonnées .(xT , yT )
Le problème géométrique consiste à trouver la position d’un cercle dont le centre se déplace sur l’arc de
cercle et telle que le noeud N appartienne au cercle. Cela revient à trouver les intersections du cercle de
rayon  centré en N et du segment circulaire .Rf P0P1

Si la distance  est inférieure à la somme des deux rayons  et , le problème admet deuxNT Rf RT
solutions : les points A et B qui se trouvent respectivement à des angles  et  comptés à partir de A B P0
et positifs dans le sens de la trajectoire. La position du centre de la fraise pour laquelle la partie avant
coupe le noeud N correspond au plus petit des deux angles immédiatement inférieur à  ou N N  2
et inférieur à . Il peut n’exister aucune solution (figure 89a) ou une seule solution (figure 89b).
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N (noeud coupé) N

N N

Figure 90 : indétermination de la position angulaire dans
le cas d'une fraise à pas variable

Position des dents de la fraise

Pour une position donnée de la fraise, nous connaissons la position du point de référence d’une plaquette,
celle qui se trouve sur le noeud considéré. Pour connaître la position des autres plaquettes de la fraise,
nous devons faire l’hypothèse que toutes les plaquettes sont identiques et régulièrement espacées.

Ainsi, le cas des fraises à pas variable ne peut pas être modélisé car la position angulaire de la fraise est
indéterminée (figure 90). Un pas angulaire variable permet de diminuer les vibrations forcées ou le
broutement en réduisant les harmoniques principaux de l’excitation. Cependant, ce type de fraise est
rarement utilisé.

Par contre, en finition, on utilise souvent des fraises avec une ou plusieurs plaquettes racleuses. Les
efforts appliqués par ce type de plaquette sont égaux à ceux exercés par les plaquettes classiques,
augmentés des efforts nécessaires au brunissage de la surface, c’est-à-dire à l’aplatissement des sillons
de rugosité. Ces efforts ne sont pas négligeables mais ils sont difficiles à calculer car il ne s’agit pas de
coupe mais de formage (déformations plastiques). Dès lors, nous ne prendrons pas en compte cette
augmentation des efforts de coupe.

Trajectoire multiple

Lorsque la trajectoire est composée de plusieurs segments, il faut considérer les segments dans l’ordre
chronologique pour déterminer les positions successives du centre de la fraise. Pour chaque segment, on
détermine si le noeud est coupé ou non par une des deux méthodes décrites ci-dessus, selon qu’il s’agit
d’un segment rectiligne ou circulaire.
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Figure 91 : position de l’outil en alésage au grain

Figure 92 : bavures produites lors de la sortie de l’outil d’alésage

2.4.4. Positions de l’outil en alésage au grain

Pour l’alésage au grain, la surface usinée est un cylindre. Nous utilisons un système de coordonnées
cylindriques où l’axe du cylindre  est l’axe d’avance. L’outil est modélisé par un cercle de diamètre z D
qui joint le point de référence des  plaquettes et qui se déplace selon l’axe . La position de l’outil pourZ z
laquelle un noeud N de coordonnées  est coupé est simplement égale à la coordonnée  du(RN , N ,zN ) zN
noeud (figure 91). Les positions successives de l’outil correspondent aux coordonnées des noeuds de la
surface.

Comme pour la fraise, on suppose que les plaquettes sont toutes identiques et régulièrement espacées.
Ainsi, pour la position de l’outil correspondant au noeud N, il y a une plaquette dont le point de référence
se trouve sur le noeud N, ce qui fixe la position des  autres plaquettes de l’outil.Z1

Il arrive fréquemment que l’on réduise la vitesse d’avance à la sortie de l’alésage, de manière à éviter les
bavures (figure 92). Dès lors, il faut, comme en tournage, pouvoir considérer des conditions de coupe
variables le long de la trajectoire de l’outil.



Chapitre 2 - Modélisation page 74

Figure 93 : projection de l’arête de coupe sur la surface usinée (a) et erreur sur le point d'application des forces (b)

Fc
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Ff

avance

A1
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plaquette arrière

maillage de surface

Figure 94 : application ponctuelle des forces de coupe en fraisage

2.4.5. Répartition des forces de coupe

Une fois les positions successives de l’outil déterminées, il faut pour chaque position calculer les forces
de coupe et les répartir sur les noeuds du maillage correspondant à la surface usinée. La répartition des
efforts peut être réalisée de deux manières :

 appliquer les forces ponctuellement,
 répartir les forces sur la projection de l’arête de coupe (figure 93a).

Notons qu’aucune des deux méthodes ne permet de modéliser le chargement réel de la pièce. En effet,
les forces développées par l’outil sont appliquées sur la surface de coupe. Or, le modèle d’éléments finis
que nous utilisons ne correspond pas à la géométrie instantanée de la pièce, mais à celle de la pièce finie.
En appliquant les forces de coupe sur la surface usinée, l’effet des forces est sous-estimé car le bras de
levier réel  par rapport aux zones de fixation est plus grand que celui de la modélisation  (figured réel d mod

93b). Cependant, comme pour l’effet de l’enlèvement de matière, cette erreur est relativement faible pour
la plupart des applications car la profondeur de passe est petite par rapport aux dimensions de la pièce.

Application ponctuelle des forces



Chapitre 2 - Modélisation page 75

y

x

y0

y1

x0 x1

Figure 95 : fenêtrage des éléments
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Figure 96 : sortie (a) et entrée (b) d'une plaquette dans la matière

Selon qu'il présente une ou plusieurs plaquettes, l'outil est modélisé respectivement par un point de
référence ou par plusieurs points répartis sur un cercle. La méthode la plus immédiate est d'appliquer
directement les forces de coupe sur le ou les points de référence. Dans le cas du tournage, cela revient
à appliquer les forces directement sur le noeud coupé. Pour un outil à plusieurs plaquettes de coupe, les
efforts développés par la plaquette se trouvant sur le noeud coupé sont appliqués directement sur celui-ci.
Par contre, pour les  autres plaquettes, le point d'application A se trouve généralement au milieu d'unZ1
élément de surface du maillage (colorié en bleu dans la figure 94). Notons qu'en fraisage, certaines
plaquettes se trouvent en dehors de la surface et d'autres se trouvent à l'arrière de la fraise et n'appliquent
pas d'efforts car elles ne coupent pas la matière. En alésage au grain, la surface usinée est continue, ce
qui fait que toutes les plaquettes de l'outil sont actives.

Afin de répartir les efforts sur les noeuds, il faut d'abord déterminer à quel élément appartient le point
A. Nous utilisons une méthode de fenêtrage : pour chaque élément, on détermine la fenêtre rectangulaire
parallèle aux axes de la surface et qui contient l'élément surfacique (figure 95); chaque fenêtre est
légèrement dilatée afin de contenir entièrement l'élément; pour chaque point d'application deAi
coordonnées , on détermine pour chaque élément si le point est intérieur à la fenêtre définie par(xi , yi )
les intervalles  et . En général, on trouve plusieurs éléments, deux dans la majorité des[x0 x1 ] [y0 y1 ]
cas,  dont la fenêtre contient le point . En calculant les coordonnées isoparamétriques  duAi ( A , A )
point  pour chacun de ces éléments, on peut alors déterminer celui qui le contient et répartir les effortsAi
de coupe sur les noeuds de cet élément grâce aux fonctions de forme (voir ci-après). L'intérêt de la
méthode de fenêtrage est de ne pas devoir calculer les coordonnées isoparamétriques pour tous les
éléments, ce qui est relativement cher en temps de calcul.

En appliquant les efforts de coupe ponctuellement, on commet une erreur sur le point d'application des
forces mais celle-ci est relativement faible par rapport aux approximations que l'on commet par ailleurs
dans la modélisation : erreurs de discrétisation de la pièce, calcul approché des forces de coupe, … Par
contre, cette façon d'appliquer les forces de coupe ne permet pas de prendre en compte l'entrée et la sortie
progressive des plaquettes. En effet, pour une plaquette située sur la frontière de la surface usinée, on ne
peut trouver que deux solutions : soit le point  est intérieur à un élément de surface, auquel cas onAi
applique en ce point les forces de coupe comme si la plaquette était complètement engagée (figure 96a),
soit le point  est en dehors de la surface, auquel cas la plaquette n'applique aucun effort (figure 96b).Ai

Répartition sur la projection de l'arête de coupe

La forme de l'arête de coupe dépend du type de plaquette utilisée. La figure 97 illustre le cas d'une
plaquette classique. L'arête est décrite dans l'espace à trois dimensions selon un système d'axes où  estec
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Figure 97 : définition de l'arête de coupe active dans l'espace à trois dimensions

Figure 98 : répartition de m points sur l'arête et projection sur le plan de travail

la direction supposée de coupe,  est la direction supposée d'avance et  est la normale à la surfaceef ep
usinée pointant vers l'extérieur. On définit l'arête active dans le plan perpendiculaire à , c'est-à-dire leec
plan de référence , et dans le plan vers l'arrière , qui est perpendiculaire à . Dans le plan , onPr Pp ef Pr
fixe les coordonnées  et  des points de l'arête B, A, C et D. La coordonnée  de ces points est obtenuey z x
par

(43)x  z tan p

où  est l'angle de coupe vers l'arrière. L'arête de coupe est limitée au point D, qui correspond à lap
profondeur de passe maximum, et au point B de l'arête secondaire qui se trouve à la moitié de l'avance
par dent  ou de l'avance par tour .f fz

Ensuite, on répartit uniformément  points entre les points B et D puis on les projette dans le planm  2
de travail , qui est perpendiculaire à  et qui correspond au plan tangent à la surface usinée (figurePf ep
98). Pour projeter, on annule simplement la coordonnée  des points. L'arête active est maintenantz
modélisée par  points répartis sur sa projection sur la surface usinée. La construction de l'arête et lam
projection ne sont effectuées qu'une seule fois.
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e2

e1

Figure 99 : translation et rotation des points de l'arête (a); points intérieurs (en rouge) et extérieurs (en bleu)
à la surface usinée (b)

En fraisage, la surface usinée est décrite dans un système d'axes cartésiens , où l'axe  est( e1 , e2 , e3 ) e3
normal à la surface. Pour une position de l'outil et une plaquette données, on doit tout d'abord effectuer
une translation des  points du point O, qui est l'origine des axes, au point  qui est le point dem Ai
référence de la plaquette (figure 99a). Ensuite, on effectue une rotation des points de manière à faire
correspondre l'axe  avec la direction de coupe effective.ec

Il suffit ensuite de déterminer le nombre de points  qui appartiennent à des éléments de la surfacem 

usinée (figure 99b) et d'appliquer sur ces points les forces de coupe ,  et ,  étant unFc Ff Fp
coefficient de pondération qui vaut . Pour cette position de la fraise, la charge de chaque plaquette1 /m
est donnée par  qui est égal à . Pour les plaquettes qui sont complètement engagées,  est égalm  /m
à un. Pour une plaquette qui n'est pas engagée,  est nul et pour une plaquette qui se trouve sur la
frontière de la surface usinée,  prend une valeur intermédiaire entre zéro et un.

En tournage et en alésage, on applique le même principe. La surface usinée est décrite dans un système
d'axes cylindriques . Si la surface usinée est cylindrique (chariotage, alésage au tour, alésage( er , e , ez )
au grain), on utilise la développée de la surface pour laquelle les coordonnées sont  et . En dressage,r z
les coordonnées de la surface sont  et . Comme en fraisage, on doit effectuer une translation et uner r
rotation pour positionner correctement les  points sur la surface usinée.m

Discussion

Lorsque nous répartissons les efforts de coupe sur la projection de l'arête, nous faisons implicitement
l'hypothèse qu'ils sont uniformément distribués. La distribution réelle des forces de coupe est sans doute
plus complexe que cela mais le but ici est seulement de prendre efficacement en compte l'entrée et la
sortie des dents.

Dans la méthode des éléments finis, il est préférable d'appliquer des pressions plutôt que des efforts
ponctuels ou linéiques. Cependant, nous avons pu vérifier que les erreurs numériques ne sont importantes
que si le maillage est très raffiné sous les charges appliquées [ren98]. En pratique, les maillages utilisés
pour la simulation ne sont jamais raffinés à ce point.
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Figure 100 : coordonnées isoparamétriques (triangle du 1er

degré)

Calcul des coordonnées isoparamétriques

Pour déterminer si un point est intérieur à un élément, on calcule les coordonnées isoparamétriques
 du point dans l'élément. Pour un point  dont les coordonnées dans le système d’axes lié à la( , ) P

surface usinée sont , le passage aux coordonnées  dépend du type d'élément surfacique.(xP ,yP ) ( P , P)

Prenons le cas de l’élément triangulaire de degré un dont les noeuds ont pour coordonnées . Dans(xj ,yj)
le système de coordonnées isoparamétriques , l’élément est représenté par un triangle rectangle( , )
isocèle de côtés unitaires (figure 100). Les relations entre les coordonnées cartésiennes et les
coordonnées isoparamétriques s'écrivent

(44)
x  1  2  3
y  1  2  3

avec les coefficients  et  qui valentj j

(45)1  x1 2  x21 3  x31

1  y1 2  y21 3  y31
ij  i  j

Les coordonnées isoparamétriques du point P sont obtenues en résolvant le système linéaire

(46)
xp  1  2 p  3 p
yp  1  2 p  3 p

ce qui donne

(47)
P 

xP1 y31  yP1 x31

∆

P 
x21 yP1  y21 xP1

∆

avec ∆  x21 y31  y21 x31
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Figure 101 : calcul des coordonnées isoparamétriques d'un point P (quadrangle du 2nd degré)

Le point P est intérieur à l’élément si ses coordonnées isoparamétriques satisfont

(48)
0  P  1
0  P  1

P  P  1

Pour l’élément quadrangulaire de degré un et les éléments de degré deux, le calcul des coordonnées
isoparamétriques n’admet pas de solution analytique. On adopte une méthode numérique qui consiste
à minimiser le carré de la distance entre le point de coordonnées  et le point ,(xP ,yP) x ( , ) , y ( , )
soit

(49)
min

,
f ( , )  xP  x ( , ) 2  yP  y ( , ) 2

avec ,    1 

et   1  (triangle)

Le point de départ dans l’espace  est le centre du triangle ou du carré. La figure 101 montre( , )
l’évolution du processus itératif dans le cas d’un quadrangle du second degré. Les isovaleurs de la
fonction  sont représentées en couleur. Le nombre d’itérations nécessaires dépend bien entendu de laf
complexité de l’élément (bords droits ou courbes) et de la précision demandée. Ici on prend une précision
égale à  où  est la taille caractéristique de l’élément : la diagonale pour un quadrangle et la106 d̄ d̄
longueur d’un côté pour un triangle. L’intervalle de variation de  est un peu plus large que( , )
l’élément pour permettre au processus de détecter un point qui se trouve sur les frontières de l'élément.

Répartition sur les noeuds du maillage

Quelle que soit la méthode d'application des forces, on obtient un certain nombre de points où sont
appliquées les forces de coupe ou une partie des forces de coupe ( ). Pour déterminer le chargementFi
de la structure, il faut calculer les charges nodales qui correspondent à ces forces. Pour cela, on utilise
les fonctions de forme des éléments surfaciques (shape functions).
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Figure 102 : principe du dépinçage

Pour un point  appartenant à un élément donné et dont les coordonnées isoparamétriques sont ,P ( P , P)
les forces appliquées sur les  noeuds de l'élément valentne

(50)fj  j F j  1  ne

où  est la force appliquée au point P et  sont les fonctions de forme. Elles dépendent desF j
coordonnées isoparamétriques et du type d’élément. Ainsi, pour le triangle de degré un, elles valent

(51)
1  1  P  P

2  P

3  P

et pour le quadrangle du premier degré, 

(52)

1  (1  P ) (1  P )
2  P (1  P )
3  P P

3  (1  P ) P

2.5. Recoupe de la fraise

2.5.1. Dépinçage de la fraise

En fraisage en bout, l’axe de la fraise est souvent incliné dans le sens de l’avance pour éviter que les
dents situées à l’arrière ne recoupent la surface déjà usinée. On appelle cela le dépinçage de la fraise.
Lorsque l’axe de la fraise est vertical, les dents arrière recoupent la rugosité de la surface. Si le défaut
de forme est important, il arrive que la fraise recoupe plus franchement la surface. La recoupe provoque
une usure rapide de l’outil car, comme la profondeur de matière recoupée est très petite, seule la pointe
des plaquettes est sollicitée. L’axe de la fraise est dépincé uniquement si la trajectoire s’effectue toujours
selon la même direction : un seul segment rectiligne ou plusieurs segments rectilignes parallèles et dans
le même sens.
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Figure 103 : défaut de forme engendré par le dépinçage de la fraise

L’inclinaison de l’axe de la fraise a pour effet de produire une surface en forme de rigole. Pour une fraise
de rayon  dont l’axe est incliné d’un angle  (figure 102), la hauteur  d’une dent située à un angle Rf  zd
par rapport à la direction d’avance vaut

(53)zd  Rf (1cos ) sin

La forme engendrée par le dépinçage de la fraise est illustrée à la figure 103. L’angle de dépinçage 
est souvent spécifié par la pente de l’axe en mm/m. En général, on choisit le dépinçage minimum, de
façon à ce que la fraise ne recoupe pas et que le défaut engendré par le dépinçage ne soit pas trop grand.
Si la pièce est très rigide, le dépinçage doit juste permettre d'éviter la recoupe de la rugosité. Par contre,
lorsque la pièce est relativement flexible, il faut en plus éviter de recouper le défaut de forme, ce qui n'est
pas simple.

Pour un noeud N de la surface usinée situé à un angle , le défaut dû au dépinçage est calculé parN
l’équation (53). Le défaut total du noeud est obtenu en additionnant le défaut dû à la déformation de la
pièce et celui dû au dépinçage. Comme le dépinçage de l’axe de la fraise est très petit, on suppose qu’il
n’a pas d’effet sur les angles de coupe et donc sur les efforts de coupe.

2.5.2. Modélisation de la recoupe

Pour pouvoir déterminer l’angle de dépinçage optimal, on peut modéliser la recoupe de la surface par la
partie arrière de la fraise. Pour un point donné de la surface, la recoupe se produit si ce point se trouve
plus haut que l’arrière de la fraise lorsqu’elle repasse en ce point.

Lorsque l’arrière de la fraise passe en un noeud N de la surface usinée, la dent située au-dessus du noeud
se trouve à une hauteur  égale àzd

(54)zd  Rf (1cos N) sin

où  est l’angle du noeud par rapport à la direction d’avance. Si l’axe de la fraise n’est pas dépincé, laN
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Figure 104 : principe de la recoupe d’un noeud de la surface

hauteur  à laquelle se trouve le bas de la plaquette est nulle. Pour cette position de la fraise, la piècezd
est déformée à cause des efforts de serrage et/ou à cause des efforts de coupe développés par les dents
de la fraise situées à l’avant de celle-ci (figure 104). Si l’on note  la composante verticale duwN
déplacement du noeud N, celui se trouve à une hauteur égale à

(55)zN  wN  dN

où  est le défaut du noeud, c’est-à-dire la hauteur de matière laissée par le passage de l’avant de ladN
fraise.

La recoupe se produit au noeud N si la hauteur de la dent  est inférieure à la hauteur du noeud . Enzd zN
calculant la valeur

(56)∆N  zd  zN

pour chaque noeud, on peut visualiser les zones de la surface usinée qui sont recoupées, c’est-à-dire les
noeuds pour lesquels la valeur de recoupe  est négative.∆N

Lorsque les dents arrière de la fraise recoupent la matière, elles appliquent des efforts non nuls sur la
pièce. Dans la modélisation, nous ne prenons pas en compte ces efforts car l’engagement des dents arrière
est très petit. De plus, le but de la modélisation de la recoupe est précisément d’ajuster l’angle de
dépinçage de façon à éviter la recoupe. Cependant, lorsque la trajectoire ne permet pas le dépinçage, la
fraise recoupe quasiment tout le défaut de forme engendré par l’avant de la fraise. Dans ce cas, on peut
tout de même obtenir la forme de la surface usinée après recoupe en calculant la hauteur de matière
recoupée  parN

(57)N  max(∆N , 0 )

qui est positive lorsque l’outil recoupe la matière au noeud N et nulle sinon.
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Figure 105 : défaut avant recoupe Figure 106 : position relative des dents arrière et de la surface

Figure 107 : hauteur de matière recoupée Figure 108 : défaut après recoupe

 Le défaut du noeud N après recoupe est alors égal à

(58)d 

N  dN  N

Les figures 105 à 108 illustrent respectivement le défaut de forme avant recoupe , la différence dedN
hauteur  entre les dents arrière et la surface, la hauteur de matière recoupée  et enfin la surface∆N N
finale obtenue après recoupe . L’outil est une fraise de diamètre 300 à 20 dents. La trajectoire de lad 

N
fraise est centrée et l’angle de dépinçage est de 0.1 mm/1000. La largeur de la pièce est de 120 mm.

La position de la fraise pour laquelle une dent située à l’arrière passe sur un noeud N de la surface usinée
est déterminée de la même façon qu’au chapitre 2.4.3. Pour la recoupe, on ne considère plus l’avant de
la fraise mais la partie arrière. La figure 109 illustre les cas respectivement d’un segment de trajectoire
rectiligne et d’un segment circulaire. La position du centre de la fraise lorsque celle-ci recoupe le noeud
N est le point B.
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Figure 109 : position de la fraise pour la recoupe du noeud N sur un segment rectiligne (a) et circulaire (b)



3. Développement d’un code de calcul opérationnel

Le problème à résoudre présente un très grand nombre de cas de charge. Les premiers tests montrent
que les codes de calcul généraux ne sont pas adaptés à de tels problèmes. Dès lors, pour obtenir des
performances satisfaisantes, il faut faire appel à des méthodes non standard. La procédure choisie
consiste à réduire la taille du système en condensant les degrés de liberté qui n’interviennent pas
explicitement dans le problème. Pour cela, on crée un superélément avec les degrés de liberté utiles.
Ensuite, le calcul est effectué en dehors du code d’éléments finis : pour des conditions aux limites
classiques, la matrice de raideur du système réduit est inversée, tandis que pour des problèmes de
contact, la solution est obtenue en minimisant l’énergie totale du système avec des contraintes
d’inégalité sur certains degrés de liberté. Les performances du code de calcul développé sont mises en
évidence sur quelques applications de grande taille.



Chapitre 3 - Développement d’un code de calcul opérationnel page 86

3.1. Méthodes standard

3.1.1. Introduction

L’obtention du défaut de la surface usinée requiert le calcul de  déformées de la structure. Le nombreL
de cas de charge  est égal au nombre de noeuds de la surface usinée , sauf en fraisage où il estL n
compris entre  et , car on prend en compte la recoupe de l’outil. Pour des conditions aux limitesn 2 n
classiques, il faut donc résoudre les équations d’équilibre du système avec  seconds membres, soitL

(59)K q (l)  g (l) l  1, L

où  est la matrice de raideur,  est un vecteur contenant les  degrés de liberté du système et K q (l) m g (l)

est un vecteur contenant les forces extérieures pour le cas de charge . Par soucis de clarté, l'indice l (l)
du cas de charge est omis dans les développements suivants.

Lorsqu’on considère du contact pur au niveau de certains supports de la pièce, le problème consiste à
minimiser  fois l’énergie totale du système, soitL

(60)
min

q

1
2

q T K q  q T g (L problèmes)

avec qj  Uj j  1, J

où les  degrés de liberté  sont soumis à des contraintes de bornes.J qj

Le problème à résoudre est à la fois classique et original. Classique parce qu’il ne s’agit que d’un calcul
de statique linéaire, avec éventuellement du contact pur. Original par les aspects suivants. Tout d’abord,
pour des applications réalistes, le nombre de cas de charge est élevé, entre quelques centaines et quelques
milliers, pour des systèmes présentant jusqu’à quelques centaines de milliers de degrés de liberté. Or,
les applications classiques de la méthode des éléments finis comportent rarement plus de quelques
centaines de cas de charge. De plus, pour chaque cas de charge, il ne faut calculer que le déplacement
du noeud coupé par l’outil. Le calcul des contraintes, des réactions et de l’ensemble des degrés de liberté
est sans objet. Il est donc utile de vérifier si les codes de calcul généraux sont efficaces pour ce type de
problèmes ou s’il n’est pas plus avantageux de développer un code spécifique.

Les caractéristiques des applications utilisées à titre de test sont indiquées dans la table 5. Les modèles
d’éléments finis correspondants sont illustrés aux figures 110 à 114. Les surfaces usinées sont coloriées
en bleu. La taille des modèles choisis va de 39000 à 330000 degrés de liberté, ce qui donne une idée du
type de maillages que l’on rencontre en simulation de l’usinage.
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Figure 110 : paliers d’arbre-à-cames

Figure 111 : palier de suspension

noeuds
(total)

noeuds
(surface usinée)

éléments degrés
de liberté

cas de
charge

paliers d’arbre-à-cames 5180 812 3201 39075 1330

palier de suspension 13112 563 9505 121749 563

moyeu de boîte de vitesses 13146 1742 8754 117810 1742

collecteur d’échappements 21040 1017 14631 188031 1017

carter-cylindres D4* 109729 2027 59641 329187 2027

Table 5 : caractéristiques des applications tests; l'astérisque indique qu’il s’agit d’un maillage du 2nd degré
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Figure 112 : moyeu de boîte de vitesses

Figure 113 : collecteur d’échappements

Figure 114 : carter-cylindres D4
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3.1.2. Résolution

Les tests présentés dans ce chapitre ont été réalisés avec le code d’éléments finis SAMCEF [sam04]. Les
calculs ont été réalisés avec la version 9.1 de SAMCEF sur un PC standard dont les caractéristiques sont
données ci-dessous.

Deux algorithmes de résolution disponibles dans SAMCEF ont été testés, la méthode frontale classique
et une méthode multi-frontale. Pour tous les tests, seuls les déplacements sont calculés.

Comme l’indique la table 7, les résultats sont très peu satisfaisants. Avec la méthode frontale, seules les
deux premières applications peuvent être résolues tandis qu’avec la méthode multi-frontale, aucun cas
n’arrive à son terme. La cause d’erreur est toujours un manque de mémoire. Dans SAMCEF, le second
membre du système (59) est stocké en mémoire centrale. Sa taille, qui est égale au nombre de degrés de
liberté multiplié par le nombre de cas de charge, dépasse très vite la mémoire disponible (table 7).

Ce problème mis à part, la résolution directe du système n’est certainement pas la méthode la mieux
adaptée. La taille des fichiers générés par le code croît quasi linéairement avec le nombre de cas de
charge, ce qui affecte fortement le temps de résolution car il faut écrire des fichiers volumineux. D’autre
part, la totalité des degrés de liberté et les résultantes sont calculés pour chaque cas de charge, ce qui
augmente encore le temps de résolution.

Une des caractéristiques marquantes du problème à résoudre est la présence d’un grand nombre de
noeuds qui ne sont pas impliqués directement dans la modélisation de l’usinage. On n’applique sur ces
noeuds aucune condition aux limites et le calcul de leur déplacement n’est pas nécessaire. C’est le cas

processeur Athlon 1.2 GHz

mémoire physique 1.5 Gb
mémoire paginée 1 Gb

capacité du disque dur 40 Gb
système d’exploitation Windows NT 4 Workstation

Table 6 : description de la machine utilisée pour les calculs

méthode frontale méthode multi-
frontale

2nd membre
(Mb)

paliers d’arbre-à-cames 1773  397

palier de suspension 3957  524

moyeu de boîte de vitesses   1550

collecteur d’échappements   1460

carter-cylindres D4   5091

Table 7 : temps de résolution en secondes (résolution standard); une croix indique que le calcul n’a pas atteint son terme
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notamment de tous les noeuds internes de la structure. Une solution intéressante serait de réduire le
système aux seuls noeuds utiles, ceux de la surface usinée et ceux où l’on applique les conditions aux
limites modélisant la fixation de la pièce [mas02, mas03b]. C’est précisément ce que permet de faire la
méthode du superélément.

3.2. Méthode du superélément

3.2.1. Principe

Le principe de la méthode du superélément est de condenser une partie des degrés de liberté. En séparant
les  degrés de liberté du système en  degrés de liberté retenus, notés , et  degrés de libertém mR qR mC
condensés, notés , le système (59) devientqC

(61)
KRR KRC

KCR KCC

qR

qC



gR

gC

En exprimant les degrés de libertés condensés  en fonction de , la première ligne devientqC qR

(62)qC  K 1
CC gC  KCR qR

En remplaçant l’expression de  dans la seconde ligne de l’équation (61), on obtientqC

(63)KRR  KRC K 1
CC KCR qR  gR KRC K 1

CC gC

ce qui est la forme du système réduit recherché. Si aucune charge n’est appliquée sur les degrés de liberté
condensés, le système réduit devient

(64)KRR  KRC K 1
CC KCR qR  gR  K 

RR qR  gR

où  est la matrice de raideur condensée. La méthode du superélément n’a d’intérêt que si la taille K 

RR mR
du système réduit est largement inférieure à la taille du système initial. Elle est souvent utilisée lorsque
la structure présente un motif qui se répète plusieurs fois comme pour une roue de turbine par exemple.
Son utilisation classique comporte généralement trois phases : création du ou des superéléments,
assemblage et résolution du système et restitution du ou des superéléments. La phase de restitution
consiste à appliquer l’équation (62) de manière à obtenir les degrés de liberté condensés .qC

Pour les applications considérées, la taille du système réduit varie de un à cinq pour cent de la taille du
système initial. A priori, le fait de travailler sur le système réduit devrait permettre de surmonter les
difficultés rencontrées pour la résolution directe. Les performances des deux premières phases, création
et utilisation, sont discutées aux chapitres suivants. Quant à la phase de restitution, elle n’a pas d’intérêt
ici puisque le calcul des degrés de liberté condensés  n’est pas nécessaire.qC
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3.2.2. Création du superélément

La phase de création consiste à obtenir la matrice de raideur du système réduit  par l’équation (64).K 

RR
Aucune condition aux limites n’est appliquée à la structure, afin d’éviter de devoir recréer le
superélément pour chaque prise de pièce. Les performances de la méthode multi-frontale sont données
à la table 8.

Lors de la création du superélément, le problème de mémoire constaté avec la méthode directe ne se
présente plus car aucun cas de charge n’est appliqué à la structure. Selon les applications, la méthode
frontale est de l’ordre de 10 à 30 fois plus lente que la méthode multi-frontale. Les performances de cette
dernière sont impressionnantes, à peine 40 minutes pour le carter-cylindres. L’espace disque requis
(fichiers intermédiaires compris) ne dépasse pas un gigabyte. Enfin, la taille mémoire nécessaire est très
faible, comparée à celle requise pour la résolution directe. Remarquons que les valeurs indiquées dans
la table 8 sont celles qui sont nécessaires pour la résolution en mémoire centrale. Pour le carter-cylindres,
il n’était pas possible d’allouer la taille optimale et on a donc utilisé une valeur un peu plus faible que
la mémoire physique de la machine (987 Mb).

Le code SAMCEF s’avère parfaitement bien adapté pour la phase de création du superélément, même pour
de grosses applications.

3.2.3. Résolution du système réduit

Pour nos applications, la phase d’utilisation dans SAMCEF consiste à charger le superélément, à appliquer
les conditions aux limites (fixations, raideurs et éventuellement contacts), à appliquer les  cas de chargeL
et à résoudre le système réduit de manière classique, soit

(65)K 

RR qR  gR (L problèmes)

dans le cas linéaire. Les caractéristiques de la résolution pour la méthode multi-frontale sont données à
la table 9. Les difficultés liées au grand nombre de cas de charge se posent à nouveau mais de façon
moins marquée que pour la résolution du système complet. On arrive en effet à résoudre toutes les
applications sans problèmes de mémoire ou d’espace disque. Le temps de calcul est cependant toujours
conséquent, en partie à cause des nombreux accès disque. Notons que les valeurs de temps, de mémoire

temps (s) mémoire (Mb) disque (Mb)

paliers d’arbre-à-cames 29 152 138

palier de suspension 85 309 364

moyeu de boîte de vitesses 221 756 567

collecteur d’échappements 138 522 604

carter-cylindres D4 2410 3209 (987) 1028

Table 8 : caractéristiques de la phase de création du superélément (méthode multi-frontale)
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et d’espace disque ne dépendent plus du modèle EF initial mais seulement de la taille du superélément
et du nombre de cas de charge. L’avantage de la méthode multi-frontale sur la méthode frontale n’est pas
aussi marqué que pour la création du superélément car la matrice de raideur condensée  est pleine,K 

RR
ce qui est dû au fait qu’on ne conserve dans le superélément que des noeuds situés sur la peau du modèle
d’éléments finis.

Malgré la nette amélioration des performances apportée par la méthode du superélément, l’efficacité
n’est pas encore satisfaisante, surtout si on doit réaliser de nombreux calculs. Pour le carter-cylindres,
cela prendrait plusieurs heures, ce qui rendrait la simulation peu attrayante.

Dans SAMCEF, la création du superélément est réalisée de manière très efficace. C’est la résolution même
du système qui n’est pas optimale car le code n’est pas conçu pour tirer profit des caractéristiques
particulières du problème :

 un seul degré de liberté à calculer par cas de charge,
 peu de termes non nuls dans les vecteurs de charges.

Cette constatation vaut pour tous les codes d’éléments finis généraux. Pour diminuer le temps de calcul,
il faut développer un code de calcul spécifique. SAMCEF sera seulement utilisé pour créer le système
réduit tandis que le code développé permettra de résoudre le problème multi-cas de charges en linéaire
ou celui avec du contact pur.

Enfin, notons que la méthode du superélément est implantée dans la plupart des codes d’éléments finis.
Dans le logiciel que nous avons développé, la création du superélément peut être réalisée indifféremment
dans SAMCEF ou dans NASTRAN.

3.3. Outils de résolution spécifiques

3.3.1. Conditions aux limites

Pour créer le superélément, il faut préalablement définir les degrés de liberté conservés. En pratique, il
suffit de sélectionner des groupes de noeuds ou de faces externes du modèle qui correspondent aux
surfaces usinées de la pièce ou à des zones de support ou de fixation (figure 115). Lors de la création du
superélément, aucune condition aux limites n’est appliquée. De plus, les noeuds sont toujours définis
dans les axes structuraux de la pièce. Une fois le superélément créé, sa matrice de raideur est récupérée

temps (s) mémoire (Mb) disque (Mb)

paliers d’arbre-à-cames 370 83 369

palier de suspension 97 41 135

moyeu de boîte de vitesses 2287 255 1115

collecteur d’échappements 450 89 382

carter-cylindres D4 3617 503 1508

Table 9 : caractéristiques de la phase d’utilisation du superélément (méthode multi-frontale)
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8 Pour SAMCEF, il s’agit d’un fichier d’archivage appelé unité 18; pour NASTRAN, c’est le fichier .op4 généré grâce au langage
NASTRAN DMAP.

Figure 115 : définition des groupes de noeuds retenus dans le superélément

dans le fichier ad hoc8.

Afin de pouvoir appliquer les conditions aux limites, il faut préalablement définir des axes locaux et
transformer les termes de la matrice selon ces nouveaux axes. Pour chaque noeud du superélément, on
considère un système d’axes local où le troisième axe est toujours normal à la surface de la pièce et
pointe vers l’extérieur. Les axes locaux sont orthonormés et les deux premiers axes sont choisis de la
manière la plus cohérente possible (parallèlement à un des axes structuraux par exemple). Pour les
surfaces usinées cylindriques (alésage, chariotage), on choisit un système d’axes cylindriques où l’axe
normal est radial. Pour les surfaces usinées planes, on utilise un système d’axes cartésiens ou
cylindriques selon qu’il s’agit de fraisage ou de dressage au tour.

Pour chaque noeud du superélément, on définit donc un système d’axes local noté . La(e (i)
1 ,e (i)

2 ,e (i)
3 )

matrice de rotation correspondante vaut

(66)R(i)  e (i)
1 e (i)

2 e (i)
3

1

La matrice de raideur dans les axes locaux est obtenue en multipliant à gauche et à droite par la matrice
de rotation globale , soitR

(67)R T K 

RR R avec R 

R(1)

R(2)



R(nR)
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Le fait de toujours considérer le troisième axe local selon la direction normale à la surface est justifié par
le fait que c’est selon cette direction que l’on applique les forces de serrage ou que l’on mesure le défaut
d’un noeud. Pour modéliser la fixation de la pièce, trois types de conditions peuvent être imposées sur
un degré de liberté :

 une fixation,
 une raideur,
 une borne supérieure (contact unilatéral).

Lorsqu’il n’y a pas de condition de contact, il s’agit de résoudre le problème linéaire constitué par les
équations d’équilibre du système réduit (65). Dans le cas contraire, il faut trouver les  champs deL
déplacements  qui minimisent l’énergie totale du système.qR

3.3.2. Problème linéaire

Après rotation de la matrice et application des conditions aux limites, le problème linéaire peut être
résolu en inversant la matrice de raideur de manière à obtenir un système explicite, soit

(68)qR  SRR gR (L problèmes)

où  est la matrice de souplesse du système réduit. Même pour les plus grosses applications, la tailleSRR
de la matrice de raideur  reste raisonnable. Dès lors, l’inversion n’est pas trop coûteuse. Comme laK 

RR
matrice est pleine, il n’est pas utile de mettre en oeuvre des méthodes d’inversion qui prennent en compte
le caractère creux des matrices comme la méthode de la ligne de ciel par exemple. Deux méthodes
classiques d’inversion ont été testées : la méthode de Gauss et celle de Cholesky. Nous avons adopté cette
dernière, car elle est nettement plus rapide que la méthode de Gauss.

Méthode de Cholesky

Cette méthode est basée sur la factorisation de la matrice. Toute matrice symétrique définie positive A
peut être exprimée comme le produit d’une matrice triangulaire par sa transposée, soit

(69)A  U T U  L L T

où les matrices  et  sont des matrices triangulaires respectivement supérieure et inférieure. L’inverseU L
de la matrice  est égale àA

(70)A 1  U 1 U T  L T L 1

ce qui requiert l’inversion d’une matrice triangulaire et le produit de deux matrices triangulaires. 

L’algorithme utilisé provient de la bibliothèque LAPACK [lap04]. Il existe deux versions de l’algorithme,
suivant que la matrice est stockée sous forme symétrique ou pleine. L’avantage du stockage complet est
que le temps de calcul est plus faible puisque la gestion des indices des termes de la matrice est plus
simple. Par contre, elle est environ deux fois plus gourmande en mémoire. Pour la machine que nous
avons utilisée, il faudrait une matrice d’environ 14200 sur 14200 pour atteindre la mémoire physique (1.5
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Gb). Dès lors, l’algorithme avec stockage complet de la matrice est toujours utilisé en pratique.

Pour éviter les problèmes numériques, la matrice est mise à échelle avant l’inversion de manière à rendre
les termes diagonaux unitaires. Les performances de l’inversion sur les applications tests sont données
dans la table 10. Le temps d’inversion  dépend du cube de la taille de la matrice . En reportant lesT mR
temps d’inversion dans un système d’axes logarithmique et en réalisant un ajustement linéaire, on peut
estimer la fonction , ce qui donne, pour la machine utilisée,T

(71)T (mR )  6.5 109 m 3
R

Une fois l’inversion réalisée, la matrice de souplesse est archivée de manière à pouvoir être utilisée
plusieurs fois. La résolution du système (68) est extrêmement rapide. En effet, pour chaque cas de charge,
un seul degré de liberté est calculé en multipliant une ligne de la matrice de souplesse  par le vecteurSRR
de charge . De plus, la présence de nombreux termes nuls dans les vecteurs de charges est prise eng (l)

R
compte, ce qui accélère fortement le calcul. Le temps de résolution, en ce compris le calcul des L
vecteurs de charge , varie entre une et dix secondes selon la taille du système. Ceci montre bien toutg (l)

R
l’intérêt d’un code de résolution spécifique associé à la méthode du superélément.

3.3.3. Problème avec contacts

Après avoir imposé les conditions aux limites classiques (fixations et raideurs) sur le système réduit, le
problème à résoudre s’écrit

(72)
min

qR

1
2

q T
R K 

RR qR  q T
R gR (L problèmes)

avec qj  Uj j  1, J

Afin de ne pas résoudre les  problèmes de minimisation sur l’entièreté du système réduit, on utilise uneL
technique similaire à celle du superélément [mas03a]. En notant  les  degrés de libertés bornés et qb J qo
les autres degrés de liberté, les équations d’équilibre peuvent s’écrire

temps (s) mémoire
(Mb)

paliers d’arbre-à-cames 94 45

palier de suspension 31 22

moyeu de boîte de vitesses 928 208

collecteur d’échappements 185 71

carter-cylindres D4 1462 282

Table 10 : temps et mémoire nécessaires pour l’inversion (Cholesky, stockage complet)
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(73)
Kbb Kbo

Kob Koo

qb

qo



gb

go

Les degrés de liberté  sont donnés parqo

(74)qo  K 1
oo go  Kob qb

Le système limité aux degrés de libertés de contact  s’écritqb

(75)Kbb  Kbo K 1
oo Kob qb  gb  Kbo K 1

oo go  K 

bb qb  g 

b

Le problème de minimisation devient finalement

(76)
min

qb

1
2

q T
b K 

bb qb  q T
b gb (L problèmes)

avec qb  U

Il présente l’avantage, par rapport au problème initial, de ne comporter qu’un petit nombre de variables, J
en l’occurrence. En effet, dans la plupart des cas, le nombre de supports ne dépasse pas une dizaine. En
comptant quelques noeuds par support, le nombre total de contacts n’excède pas une centaine. Une fois
la solution  obtenue pour un cas de charge, les déplacements  sont restitués grâce à l’équation (74).qb qo

Le problème de minimisation est un problème classique : la minimisation d’une fonction quadratique
de  variables soumises à des contraintes de bornes,n

(77)
min

x

1
2

x T A x  b T x

avec Li  xi  Ui i  1, n

où la matrice  est symétrique et définie positive et où les valeurs  et  sont les bornes inférieure etA Li Ui
supérieure sur la variable . Plusieurs algorithmes peuvent être utilisés pour résoudre ce problème,xi
comme la méthode du gradient conjugué par exemple. L’algorithme utilisé dans ce travail provient de
la librairie Harwell [har04b]. 

En pratique, la résolution d’un problème avec contact est réalisée en deux étapes. La première est la
condensation du système. Pour obtenir le système (76) et pour pouvoir effectuer la restitution (74), il faut
calculer les matrices , ,  et  . Le calcul le plus coûteux est bien sûr l’inversion de laK 1

oo Kbo K 1
oo Kob K 

bb
matrice . Une fois obtenues, ces matrices sont archivées de manière à pouvoir être utilisées plusieursKoo
fois.

La seconde étape comprend le calcul des charges réduites , la résolution du problème de minimisationg 

b
et la restitution des déplacements (74). La résolution d’un problème de minimisation est extrêmement
rapide. Pour donner un ordre d’idée, le temps nécessaire est d’environ 5 secondes pour résoudre mille
problèmes comportant cent variables. La restitution est également très rapide puisque, pour chaque cas
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Figure 116 : modélisation du contact uniquement (a) et
modélisation du contact et de la raideur du support (b)

de charge, on ne doit restituer qu’un déplacement, ce qui correspond au produit d’une ligne de la matrice K 1
oo

par le vecteur de charge .go  Kob qb

Grâce à cette procédure, un problème avec contact nécessite un temps quasiment identique à un problème
linéaire de même taille. Dans les deux cas, le calcul le plus cher est l’inversion d’une matrice, qui n’est
effectuée qu’une seule fois pour des conditions aux limites données. La résolution est quant à elle très
rapide pour les deux types de problèmes. Dès lors, pour une même prise de pièce, on peut effectuer un
grand nombre de simulations avec un coût de calcul très faible.

Remarquons que les valeurs des bornes  n’interviennent que lors de la résolution du système. EllesUj
peuvent dès lors être modifiées pour chaque simulation sans qu’il soit nécessaire de refaire la
condensation. Ceci permet de définir plusieurs supports et de les activer ou de les désactiver en imposant
une borne  respectivement nulle ou très grande. Les problèmes avec contact permettent également deUj
simuler des déplacements imposés, comme par exemple le posage hyperstatique d’une pièce (cf.
applications).

Notons enfin que le problème tel qu’il a été défini est celui du contact entre une structure élastique, la
pièce, et un ou plusieurs corps rigides, les supports. Or, en général, on attribue une certaine souplesse
aux supports. Pour contourner le problème, nous utilisons l’artifice suivant. Plutôt que de considérer que
le contact se produit entre le haut du support et la pièce, on fait comme si le support collait à la pièce et
que le contact se produisait sous le support (figure 116). Ceci se traduit par l’ajout d’un nouveau degré
de liberté et d’un élément de raideur  entre celui-ci et le noeud correspondant du modèle d’élémentsk
finis. La condition de contact est alors appliquée sur le degré de liberté ajouté. Si la pièce se soulève, la
raideur du support est inactive. Si elle s’abaisse, le contact devient actif et l’élément de ressort entre en
jeu.

3.3.4. Discussion

A cause du nombre élevé de cas de charge, les méthodes de résolution classiques ne sont pas adaptées
aux problèmes liés à la modélisation de l’usinage, ce qui justifie pleinement le développement d’un code
spécifique. Celui-ci fait appel à des techniques ou à des algorithmes qui ne sont pas nouveaux. Par contre,
leur enchaînement est original et se révèle parfaitement bien adapté aux particularités des problèmes à
résoudre.
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Figure 117 : schéma d’une simulation montrant les trois grandes étapes (création du superélément, inversion et résolution)

Figure 118 : faces usinées d’un carter-cylindres K4

Grâce aux soins portés à l’efficacité du calcul, la simulation de l’usinage devient particulièrement
attrayante et bien adaptée à une utilisation en milieu industriel. En quelques heures seulement, il est
possible d’étudier une opération d’usinage, voire une gamme complète. L’utilisation du code d’éléments
finis se limite à la création du superélément. Le logiciel développé permet d’utiliser tout code d’éléments
finis offrant la possibilité de créer une matrice de raideur condensée.

Le schéma de la figure 117 illustre le déroulement caractéristique de la simulation sur une pièce donnée.
Il s’apparente à une structure arborescente où l’on effectue une opération d’autant plus de fois qu’elle
prend peu de temps. Les opérations sont décrites ci-dessous par ordre décroissant de temps de calcul.

A partir du modèle d’éléments finis, on définit tout d’abord les groupes de noeuds utiles, c’est-à-dire la
ou les surfaces usinées et les zones de fixation de la pièce. Puis on condense le système grâce à la
méthode du superélément implantée dans le code d’éléments finis. Pour certaines pièces, on peut être
amené à créer plusieurs superéléments si le nombre de surfaces actives conduit à un trop grand nombre
de noeuds retenus. En effet, le temps d’inversion de la matrice de raideur du système réduit dépend du
cube de sa taille. On a donc parfois intérêt à créer plusieurs petits superéléments plutôt que d’en créer
un seul de grande taille. C’est la cas par exemple sur les carters-cylindres où il est préférable de créer un
superélément pour chacune des surfaces usinées (figure 118).

Ensuite, pour une prise de pièce, on définit les conditions aux limites du système réduit, puis on inverse
la matrice de raideur. La matrice de souplesse est stockée de manière à être utilisée plusieurs fois. Dans
le cas où l’on modélise la prise de pièce avec du contact, on calcule puis on stocke également les autres
matrices nécessaires à la résolution des problèmes de minimisation. Comme on étudie généralement
quelques prises de pièce, l’inversion peut être réalisée plusieurs fois, d’où l’intérêt de ne pas avoir des
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superéléments de trop grande taille.

Enfin, pour chaque prise de pièce, on peut tester plusieurs configurations en changeant l’outil, la
trajectoire ou les conditions de coupe (avance, vitesse de coupe, engagement). On peut également faire
varier les forces de serrage appliquées à la pièce et les valeurs des bornes supérieures sur les degrés de
liberté de contact.



4. Exploitation des résultats

La modélisation par la méthode des éléments finis permet d’obtenir la forme de la surface usinée, définie
par un ensemble de n points dans l'espace. Pour pouvoir exploiter ce résultat, il reste à calculer les
différentes erreurs géométriques afin de pouvoir les comparer aux spécifications imposées par le bureau
d’études. Dans ce chapitre, nous rappelons tout d'abord les définitions des principales erreurs
géométriques telles qu’elles sont établies dans les normes. Le calcul des erreurs de forme (rectitude,
circularité, planéité, cylindricité et conicité) est beaucoup plus complexe que celui des autres erreurs
(position, orientation). Il consiste à trouver le plus petit encadrement d’un ensemble de points dans
l’espace à deux ou à trois dimensions. L’encadrement est constitué de deux entités géométriques dont
la nature dépend du type d’erreur de forme. Par exemple, pour l’erreur de planéité, il s’agit de deux
plans parallèles et, pour celle de cylindricité, de deux cylindres coaxiaux. Dans la littérature spécialisée,
de nombreuses méthodes ont été proposées pour les calculer. Deux approches sont utilisées : une
approche purement numérique fondée sur la minimisation de fonctions mathématiques et une approche
basée sur des considérations géométriques. Une partie de ce chapitre est consacrée aux méthodes
géométriques. Elles offrent l'avantage de toujours donner la solution exacte, mais elles ne sont
malheureusement pas applicables à tous les types de défauts. Ensuite, nous formulons le problème de
façon mathématique et nous décrivons quelques méthodes numériques dont celle des moindres carrés.
A cause de la nature des fonctions à minimiser, les méthodes classiques ne permettent pas toujours de
trouver la solution optimale. Dans le cadre de ce travail, nous avons développé une méthode originale
basée sur la minimisation des normes d’ordre p. Elle s’applique efficacement à toutes les erreurs de
forme et a permis de trouver la solution optimale dans tous les cas industriels testés.
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Figure 119 : exemple de
tolérancement

4.1. Position du problème

4.1.1. Introduction

Les pièces usinées présentent toujours des déviations par rapport aux pièces nominales. La spécification
de tolérances a pour but d’établir les déviations maximales des surfaces usinées qui assurent des
conditions d’assemblage, de fabrication ou de fonctionnement admissibles. Les tolérances sont indiquées
sur le plan de fabrication sous forme de symboles (figure 119). Les tolérances de forme indiquent une
déviation maximum de la forme d’un profil ou d’une surface. Pour l’exemple illustré ci-dessous, la
surface tolérancée doit présenter une erreur de planéité inférieure ou égale à 20 µm, ce qui signifie
qu’elle doit être comprise entre deux plans parallèles distants au maximum de 20 µm. Les tolérances
d’orientation indiquent une déviation maximum de l’orientation d’un profil ou d’une surface par rapport
à un profil ou à une surface de référence. Pour l’exemple de la figure 119, la surface tolérancée doit
présenter une erreur de parallélisme par rapport à la surface de référence A inférieure ou égale à 50 µm,
ce qui signifie qu’elle doit être comprise entre deux plans parallèles au plan de référence A et distants
au maximum de 50 µm. La définition et la signification géométrique des différentes erreurs sont données
au chapitre suivant.

Plus les tolérances sont fines, plus les pièces sont chères à réaliser. Pour des tolérances très fines, il faut
souvent faire appel à des techniques de fabrication plus précises, comme la rectification ou le découpage
au fil (électroérosion), mais beaucoup plus coûteuses que les méthodes classiques comme le tournage ou
le fraisage. Les tolérances doivent être les plus larges possibles tout en assurant les conditions
d’assemblage ou de fonctionnement de la pièce produite. Ainsi, pour gagner en productivité et/ou en coût
de production, il est souvent utile de remettre en question certaines tolérances qui n’ont pas d’effet avéré
sur le bon fonctionnement ou la durée de vie d’une pièce en service. L’examen du nombre de pannes
attribuées à un organe donné permet de resserrer ou d’élargir les tolérances qui lui sont imposées.
L’intégration des aspects relatifs à la fabrication dès la phase de conception des pièces permet aussi de
définir des tolérances plus compatibles avec les contraintes de production. 

Le contrôle des pièces revêt une très grande importance dans l’industrie, surtout pour la production de
grandes séries. Il s’agit de vérifier sur des échantillons extraits de la production que les pièces réalisées
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Figure 120 : machines à mesurer en coordonnées [bar99]

respectent bien les tolérances. Les pièces sont généralement mesurées sur des machines à mesurer en
coordonnées (figure 120) qui donnent directement la valeur des erreurs géométriques. Dans le domaine
automobile, les pièces non conformes ne peuvent être corrigées car les techniques utilisées pour rattraper
les erreurs (rectification, grattage manuel) sont très coûteuses et incompatibles avec les cadences de
production à respecter. Dès lors, il faut régler les différentes opérations de la gamme d’usinage de
manière à avoir un faible taux de rebuts.

Les conditions dans lesquelles les mesures sont effectuées sont très sévères afin d’assurer une précision
de mesure satisfaisante : climatisation du local, isolation vis-à-vis des vibrations, étalonnages
fréquents,… Sur la plupart des machines à mesurer, la mesure est effectuée par un palpeur qui entre en
contact avec la pièce. Ce processus est relativement long car la vitesse du palpeur au moment du contact
doit être très faible. Pour réduire le temps de mesure, on doit donc limiter le nombre de points palpés en
ne prenant que des points représentatifs de la forme effective de la surface (points hauts et points bas).
Les différentes erreurs géométriques sont alors calculées par la machine à partir des coordonnées des
points mesurés. Les erreurs les plus complexes à calculer sont les erreurs de forme. En effet, d’après les
définitions des normes (ISO, ANSI), l’erreur de forme est le plus petit encadrement d’un ensemble de
points, ce qui équivaut à trouver la meilleure approximation de cet ensemble. Les erreurs d’orientation
et de position sont beaucoup plus simples à calculer car elles correspondent simplement à des déviations
par rapport à une référence donnée.

L’algorithme de calcul des erreurs de forme implanté dans la grande majorité des machines à mesurer
est celui des moindres carrés. Comme nous le verrons au chapitre 4.3, cette méthode conduit toujours
à une erreur de forme surestimée par rapport à la valeur réelle. En pratique, la différence peut aller
jusqu’à 25% voire davantage. En production, les paramètres technologiques (outils, conditions de
coupe,…) sont choisis de manière à ce que les pièces respectent tout juste les tolérances, ceci afin
d’atteindre la plus grande productivité possible. Dès lors, une surestimation des défauts de forme lors du
contrôle des pièces entraîne immanquablement une moindre productivité ou un taux de rebuts
artificiellement élevé. Pour évaluer les algorithmes implantés dans les machines à mesurer et pour
promouvoir le développement d’algorithmes en adéquation avec les normes, les autorités publiques
américaines et européennes ont subsidié de nombreuses recherches dans les années nonante [ant96]
[fen91]. Malheureusement, ces efforts n’ont pas vraiment été suivis d’effets car, à l’heure actuelle, la
plupart des machines à mesurer sont encore dotées d’algorithmes de calcul imprécis.
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Figure 121 : classification des tolérances [bar99]

4.1.2. Définition des erreurs géométriques

Les erreurs et les tolérances géométriques sont classées en plusieurs catégories (figure 121). Celles que
nous étudions dans ce travail sont les erreurs liées à la forme d’une surface ou d’un profil. Les erreurs
liées à l’ondulation ou à la rugosité ne sont pas prises en compte. Elles sont en principe plus petites que
les erreurs de forme.

Erreurs de forme

Toutes les erreurs de forme correspondent au plus petit encadrement d’un profil ou d’une surface
représentés par un ensemble fini de points. L’encadrement est constitué d’une ou de deux formes
géométriques dont la nature dépend du type d’erreur. Les erreurs de forme les plus courantes sont

rectitude 2D

deux droites parallèles

rectitude 3D

un cylindre

cylindricité

deux cylindres coaxiaux

circularité

deux cercles concentriques

planéité

deux plans parallèles

Table 11 : définitions des erreurs de forme [bar99]
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Figure 122 : erreur de parallélisme d’une surface Figure 123 : erreur de perpendicularité d’une surface

Figure 124 : erreur de concentricité

illustrées à la table 11. Les autres erreurs de forme sont la sphéricité et la conicité, pour lesquelles
l’encadrement est constitué respectivement de deux sphères concentriques et de deux cônes coaxiaux.

Erreurs d’orientation

Pour les erreurs d’orientation, les encadrements sont similaires à ceux des erreurs de forme mais
l’orientation de l’encadrement est fixée par rapport à une référence donnée. Les erreurs d’orientation les
plus courantes sont le parallélisme et la perpendicularité.

En elles-mêmes, les erreurs d’orientation sont très faciles à calculer car elles sont simplement égales à
la plus grande différence des coordonnées comptées dans la direction perpendiculaire à la référence. Par
contre, la référence est souvent elle-même une surface ou un profil mesuré dont l’orientation doit être
déterminée par calcul. On parle alors de référence simulée. Celle-ci est déterminée en calculant la forme
géométrique qui approche le mieux le profil ou la surface de référence (une droite, un plan, …).

Erreurs de position

Les erreurs de position englobent les erreurs de localisation, de symétrie, de concentricité et de
coaxialité. Toutes ces erreurs se mesurent par rapport à une référence donnée. Par exemple, si la
tolérance de concentricité du cercle A par rapport au cercle B vaut , le centre du cercle A doit êtret
localisé dans un cercle de rayon  concentrique au cercle B. L’erreur de concentricité est la distancet
entre le centre du cercle A et celui du cercle B (figure 124).



Chapitre 4 - Exploitation des résultats page 105

Figure 125 : erreur de battement radial

Figure 126 : erreur de battement radial

En pratique, les deux cercles sont mesurés et ne sont donc pas à proprement parler circulaires. Il faut
d’abord calculer les cercles A’ et B’ qui approchent le mieux les deux cercles A et B, l’erreur de
concentricité étant la distance  entre les centres des deux cercles A’ et B’ (figure 124). Pour calculere
les erreurs de positions, il faut toujours déterminer la meilleure approximation de l’entité tolérancée et
celle de la référence.

Erreurs de battement

Les erreurs de battement sont obtenues en faisant tourner la pièce et en mesurant l’amplitude du
déplacement grâce à un comparateur (figure 125). Selon l’inclinaison de l’axe de mesure, il s’agit du
battement radial, axial ou oblique. Le battement simple est mesuré sur un cercle tandis que le battement
total est mesuré sur une surface (cylindre, plan, cône).

L’erreur de battement comprend simultanément la forme du profil ou de la surface mesuré(e) et
l’inclinaison de l’axe de la pièce par rapport à l’axe de rotation. Par exemple, si l’on mesure un disque
de frein dont la piste est parfaitement plane mais que l’axe du moyeu, qui est l’axe de rotation en
fonctionnement, n’est pas exactement perpendiculaire à la surface de la piste, la courbe de battement
présentera un point haut et un point bas situé à 180° l’un de l’autre (figure 126). Sur les disques de frein,
l’erreur de battement a une grande influence sur la qualité du freinage (problèmes de vibration).

Plus grande forme inscrite, plus petite forme circonscrite

Enfin, les problèmes consistant à déterminer :

 le plus grand cercle inscrit à un ensemble de points,
 le plus petit cercle circonscrit,
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Figure 127 : plus grand cylindre et plus petit alésage

 le plus grand cylindre inscrit,
 le plus petit cylindre circonscrit,

ne sont pas définis dans les normes mais sont très souvent utilisés en pratique.

Physiquement, ils correspondent à la recherche de l’arbre de plus grand diamètre pouvant tenir dans un
alésage donné ou du plus petit alésage pouvant accueillir un cylindre donné (figure 127).

4.1.3. Revue de la littérature

On trouve dans la littérature spécialisée deux types d'approche pour calculer les erreurs de forme : une
approche basée sur la minimisation de fonctions et une approche géométrique.

La recherche du plus petit encadrement d'un ensemble de points peut être formulée comme un problème
de minimisation où les variables reflètent la position et/ou l'orientation de l'encadrement (cf. chapitre
4.3.1). Ce type de problème est relativement complexe à résoudre car il est non linéaire et les fonctions
à minimiser ne sont pas continûment dérivables et présentent généralement des minima locaux.

La méthode la plus répandue est celle des moindres carrés, qui consiste à remplacer le problème initial
par un problème quadratique dont la solution est immédiate. La solution obtenue, qui est relativement
proche de la solution exacte, est souvent utilisée comme point de départ pour les algorithmes plus
évolués.

Une technique très répandue consiste à résoudre une séquence de sous-problèmes linéaires qui est
supposée converger vers la solution du problème non linéaire initial. Pour rendre le problème linéaire,
Bourdet et Clément [bou88] utilisent la méthode du torseur de petits déplacements (Small Displacement
Screw) tandis que Carr et Ferreira [car95] posent le problème de manière à rendre la fonction objectif
linéaire et soumise à des contraintes linéaires. Ce type de méthode tend vers la solution exacte pour
autant que le point de départ soit correctement choisi.

Afin d'éviter les problèmes liés à la discontinuité de la dérivée première, les méthodes d'ordre zéro, qui
ne font intervenir que les valeurs de la fonction, ont été souvent utilisées. Murthy et Abdin [mur80]
utilisent la méthode de Monte Carlo. Kanada et Suzuki [kan93] calculent la rectitude grâce aux méthodes
du simplexe (downhill simplex) et de la bissection. Lai et al. [lai00] font appel à des algorithmes
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Figure 128 : principe de la méthode basée sur l’enveloppe convexe (rectitude)

génétiques pour calculer l'erreur de cylindricité. Pauly [pau96] applique la méthode du simplexe pour
calculer les erreurs de forme (rectitude, circularité, planéité, cylindricité). L'inconvénient majeur des
méthodes d'ordre zéro est qu'elles requièrent généralement un grand nombre d'itérations. Cependant, pour
le calcul des erreurs de forme, l'évaluation de la fonction est très rapide, de sorte que ces méthodes restent
attrayantes.

Les erreurs de forme sont définies de manière géométrique. Il n'est donc pas étonnant que des méthodes
purement géométriques aient été utilisées pour résoudre ce type de problèmes. A partir de l'enveloppe
convexe, Etesami et Qiao [ete90] calculent l'erreur de rectitude d'un profil et Traband et al. [tra89]
déterminent les erreurs de rectitude et de planéité. Novaski et Chautard [nov97] utilisent les diagrammes
de Voronoï pour calculer l'erreur de circularité. L’intérêt des méthodes géométriques, qu’on appelle
également méthodes directes, est qu’elles donnent toujours la solution exacte du problème en un nombre
fini d’opérations. Par contre, elles ne sont pas applicables à toutes les erreurs de forme.

4.2. Méthodes géométriques

4.2.1. Enveloppe convexe

Pour l'évaluation des erreurs de rectitude et de planéité, il s'agit de trouver le plus petit encadrement d'un
ensemble de  points, respectivement deux droites ou deux plans parallèles. Il est aisé de montrer quen
n'importe quel encadrement de l'ensemble des points contient également son enveloppe convexe. Dès
lors, le plus petit encadrement correspond à la plus petite dimension de l'enveloppe convexe, notée .

Considérons tout d'abord le cas de la rectitude (figure 128). L'enveloppe convexe des  points estn
constituée de  arêtes et de  points,  étant inférieur ou égal à . Un encadrement supporté par deuxm m m n
points A et B de l'enveloppe convexe n'est assurément pas optimum. En effet, la distance entre les deux
droites diminue si elles pivotent autour de A et B. L'encadrement supporté par les points A et B est
minimum lorsqu'une des deux droites rencontrera un troisième point de l'enveloppe (point C). Dès lors,
la condition nécessaire pour qu'un encadrement soit optimum est qu'il touche trois points de l'enveloppe
convexe ou, ce qui revient au même, qu'il soit supporté par une arête de l'enveloppe. Il n'existe donc que m
solutions possibles. Il suffit alors de calculer pour chacune d'elles la distance  entre les deux droites,
l'encadrement optimal étant celui qui correspond à la plus petite valeur .
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9 Le nombre effectif de solutions est en fait inférieur à cette valeur, sachant qu' un certain nombre de couples d'arêtes sont
coplanaires. De plus, certains couples d'arêtes gauches peuvent être écartés a priori [deb98].

Figure 129 : principe de la méthode basée sur l’enveloppe
convexe (planéité)

Pour l’erreur de planéité (figure 129), on considère l'enveloppe convexe à trois dimensions des  points.n
Elle est constituée de  faces, de  arêtes et de  points,  et  pouvant être inférieurs ou supérieursm p q m p
à  suivant la configuration de l'ensemble de points. Comme à deux dimensions, un encadrementn
supporté par deux points A et B de l'enveloppe convexe n'est pas optimum. En pivotant autour de ces
deux points, on peut toujours diminuer la distance entre les deux plans parallèles jusqu'à ce que l'un des
deux touche un troisième point de l'enveloppe (point C). Pour diminuer encore l'encadrement, on ne peut
plus pivoter qu'autour de la charnière AC. Il faut alors envisager deux possibilités :

 en pivotant autour de AC, le plan supérieur rencontre d'abord un point D de l'enveloppe de sorte
qu'il contienne la face ACD;

 le plan inférieur rencontre d'abord un point E de l'enveloppe, auquel cas il contient l'arête BE tandis
que le plan supérieur contient l'arête AC. Notons que ces deux arêtes sont obligatoirement gauches.

La condition nécessaire pour qu'un encadrement soit minimum est qu'il soit supporté par une face ou par
un couple d'arêtes gauches de l'enveloppe convexe, ce qui donne a priori  solutionsm  p (p1) / 2
possibles9. En calculant la distance  entre les deux plans pour chaque solution, on trouve l'encadrement
optimal correspondant à la plus petite valeur .

En pratique, la méthode de l'enveloppe convexe pose deux problèmes. Le premier est que la construction
de l'enveloppe n'est pas simple, spécialement à trois dimensions. En effet, lorsqu'on mesure une surface
horizontale, la dimension de l’ensemble de points selon l'axe  est beaucoup plus petite que selon lesz
deux autres axes, respectivement de l'ordre du micromètre et du millimètre. Dès lors, la construction de
l'enveloppe pose certains problèmes numériques puisque les faces sont quasiment coplanaires. Pour éviter
ce problème, on dilate l'ensemble de points avant de construire l'enveloppe, de manière à avoir la même
taille suivant les trois axes de coordonnées.

Le second problème est lié à la complexité de l'algorithme. A deux ou trois dimensions, l'algorithme de
construction de l'enveloppe est au minimum de complexité ,  étant le nombre de points deO (n logq ) q
l'enveloppe convexe [bra96]. Pour la rectitude, la recherche de l'encadrement optimum est de complexité

, où  est le nombre d’arêtes de l’enveloppe. Pour la planéité, la recherche est de complexitéO (m) m
,  étant le nombre d'arêtes de l'enveloppe. Ceci dit, en pratique, une mesure dépasse rarementO (p 2) p

les 1000 points, ce qui correspond à un temps de calcul de quelques secondes sur les ordinateurs actuels.
Sachant que la mesure elle-même prend quelques minutes, voire quelques dizaines de minutes, ce
problème est somme toute peu important.
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Figure 130 : triangulation de Delaunay, diagramme de Voronoï et enveloppe convexe

Figure 131 : diagramme de Voronoï (type 1) Figure 132 : diagramme de Voronoï (type 2)

Il existe plusieurs méthodes pour construire l’enveloppe convexe d’un ensemble de points. La plus
classique est de construire la triangulation de Delaunay dont la propriété est que le cercle circonscrit à
chaque triangle ne contient que les trois sommets du triangle (figure 130). L’enveloppe convexe est
formée par l’ensemble des cotés qui n’appartiennent qu’à un seul triangle. Notons que le dual de la
triangulation de Delaunay est le diagramme de Voronoï de l’ensemble des points (cf. chapitre suivant).
Les intersections du diagramme de Voronoï sont les centres des cercles circonscrits à chaque triangle.
Le programme que nous utilisons pour construire l’enveloppe convexe se nomme Qhull et est développé
à l’Université du Minnesota [qhu04]. Ce logiciel permet de construire la triangulation de Delaunay,
l’enveloppe convexe et les diagrammes de Voronoï dans l’espace à deux, trois ou n dimensions.

4.2.2. Diagrammes de Voronoï
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Figure 133 : diagrammes de Voronoï  pour un ensemble de trois sites

La propriété la plus connue du diagramme de Voronoï est d'être le dual de la triangulation de Delaunay,
qui est largement utilisée dans le domaine des éléments finis. Pour un ensemble de  points (appelésn
sites) dans l'espace à deux dimensions, le diagramme de Voronoï classique, appelé en anglais nearest-site
Voronoï diagram, est illustré à la figure 131. Chaque zone du diagramme, limitée par une série de demi-
droites ou de segments de droites, est le lieu des points plus proches d'un site que de n'importe lequel des n1
autres sites. Chaque arête est le lieu des points équidistants de deux sites. Enfin, l'intersection de trois
arêtes (points coloriés en rouge) est le centre du cercle circonscrit au triangle formé par trois sites. La
propriété de ce cercle est qu'il ne contient aucun autre site.

Il existe un autre type de diagramme de Voronoï qu'on appelle en anglais furthest-site Voronoï diagram.
Celui-ci est nettement moins connu que le premier, étant donné qu'il a beaucoup moins d'applications
pratiques. Chaque zone du diagramme (figure 132) représente le lieu des points plus éloignés d'un site
que de n'importe lequel des  autres sites. Les arêtes sont équidistantes de deux sites. L'intersectionn1
de trois arêtes (points coloriés en bleu) est le centre du cercle circonscrit au triangle formé par trois sites.
La propriété de ce cercle est qu'il contient les  sites.n

Chacun des deux diagrammes est construit sur base des médiatrices des couples de sites. La figure 133
illustre un cas simple comportant trois sites. On retrouve les médiatrices des trois côtés du triangle. Les
arêtes du diagramme de Voronoï classique (type 1) sont en fait les complémentaires des arêtes du second
diagramme. La zone coloriée en rouge, qui se trouve entre deux arêtes du diagramme de Voronoï de type
1, est le lieu des points plus proche du site A que des deux autres sites. La zone coloriée en bleu est le
lieu des points plus distants de A que des sites B et C. Lorsque le problème comporte plus de trois sites,
certaines médiatrices sont limitées par d’autres et ne forment plus que des segments de droite (figures
131 et 132).

Les propriétés des deux diagrammes de Voronoï permettent de trouver des entités géométriques
importantes en métrologie :

  le plus grand cercle inscrit à un ensemble de points,
  le plus petit cercle circonscrit,
  le plus petit encadrement.
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Figure 134 : plus grand cercle inscrit s’appuyant sur trois sites donnés

Figure 135 : plus grand cercle inscrit

Plus grand cercle inscrit

Une condition nécessaire pour qu'un cercle inscrit soit le plus grand est qu'il s'appuie sur au moins trois
sites. Pour démontrer cela, raisonnons graphiquement. Pour un centre  intérieur aux  sites, le plus(a,b) n
grand cercle inscrit ne touche qu'un seul site, noté A (figure 134a). Il est donc possible d'augmenter son
rayon en bougeant le centre dans la direction opposée à A jusqu'à ce qu'on rencontre un deuxième site,
noté B (figure 134b). A ce moment, on ne peut augmenter le rayon du cercle qu'en déplaçant le centre
selon la bissectrice de AB. Le rayon est maximum lorsque le cercle touche un troisième site (point C)
et ce cercle est le plus grand cercle inscrit s'appuyant sur les trois sites A, B et C (figure 134c).

Ainsi, le problème revient à chercher le plus grand parmi tous les cercles inscrits s'appuyant sur trois
sites, ce qui est la propriété des cercles associés au premier diagramme de Voronoï. La méthode consiste
simplement à trouver les intersections de triplets d'arêtes concourantes puis à déterminer celle qui
correspond au plus grand cercle. Sur la figure 135, le plus grand cercle est tracé en orange ainsi que les
trois points de contact et le centre, qui correspond bien à une des intersections du diagramme de Voronoï.
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Figure 136 : plus petit cercle circonscrit

Figure 137 : encadrement s’appuyant sur quatre sites

Plus petit cercle circonscrit

Par le même raisonnement que précédemment, on peut montrer qu’une condition nécessaire pour qu'un
cercle circonscrit soit le plus petit est qu'il s'appuie sur au moins trois sites (figure 136). Les seuls cercles
répondant à ce critère sont ceux associés au second diagramme de Voronoï. La méthode consiste
simplement à trouver les intersections de triplets d'arêtes concourantes puis à déterminer celle qui
correspond au plus petit cercle. Le plus petit cercle est dessiné en bleu sur la figure 136 ainsi que son
centre et les trois points de contact.

Plus petit encadrement

Prenons un centre de coordonnées  se trouvant sur une arête du premier diagramme de Voronoï. Le(a,b)
cercle intérieur s'appuie sur deux sites A et B et ne contient aucun autre site (figure 137a). Le cercle
extérieur ne s'appuie quant à lui que sur un site, noté C. En déplaçant le centre sur l’arête dans la
direction opposée à A et B, le rayon du cercle intérieur augmente et celui du cercle extérieur diminue.
Deux situations peuvent se présenter : soit le centre atteint la fin de l’arête et le cercle intérieur touche
alors trois sites, soit le centre rencontre une arête du second diagramme, auquel cas le cercle extérieur
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Figure 138 : plus petit encadrement

rentre en contact avec deux sites, C et D (figure 137b). A priori, le centre du plus petit encadrement peut
appartenir à l’ensemble des solutions pour lesquelles il y a quatre points de contact, soit :

 les intersections du premier diagramme de Voronoï (trois points de contact sur le cercle intérieur
et un sur le cercle extérieur),

 les intersections du second diagramme (trois points sur le cercle extérieur et un sur le cercle
intérieur),

 les intersections entre les deux diagrammes de Voronoï (deux points de contact sur chacun des
cercles).

Il est possible de démontrer qu’une condition nécessaire pour qu'un encadrement soit minimum est que
les cercles intérieur et extérieur s'appuient respectivement sur deux points de l’ensemble [deb98]. Ceci
permet d’éliminer les deux premiers types de solutions. Il suffit alors de déterminer toutes les
intersections entre les deux diagrammes de Voronoï et de trouver celle qui correspond au plus petit
encadrement (figure 138).

Sphères

Les problèmes relatifs à la sphère - plus grande sphère inscrite, plus petite sphère circonscrite et
sphéricité - peuvent également être résolus grâce aux diagrammes de Voronoï. Conceptuellement, le
principe est identique au cas du cercle mais il est nettement plus complexe à programmer. Dans l’espace
à trois dimensions, les différentes régions des diagrammes de Voronoï sont séparées non plus par des
arêtes mais par des plans. L’intersection entre deux plans est une droite dont les points sont équidistants
de trois sites. Le point de percée de cette droite dans un troisième plan est équidistant de quatre sites.
Pour déterminer le centre de la plus grande sphère inscrite, on utilise le premier diagramme de Voronoï
et on calcule les intersections de tous les triplets de plans, la solution étant le point qui correspond à la
plus grande sphère. Le même schéma est utilisé pour déterminer la plus petite sphère circonscrite. Dans
les deux cas, la sphère solution présente quatre points de contact au minimum.

Pour obtenir la meilleure sphère, on utilise les deux diagrammes de Voronoï. La solution correspond à
l’intersection d’une arête d’un des deux diagrammes avec un plan de l’autre. L’encadrement, constitué
de deux sphères concentriques, présente toujours cinq points de contact avec l’ensemble de points, deux
sur la sphère intérieure et trois sur la sphère extérieure, ou l’inverse. Les deux contacts sont toujours
situés de part et d’autre du plan formé par les trois autres.
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4.2.3. Discussion

Les méthodes géométriques comme celle de l'enveloppe convexe ou celles basées sur les diagrammes
de Voronoï conduisent toujours à la solution optimale. Elles sont dès lors parfaitement adaptées au calcul
des erreurs de forme. Malheureusement, de telles méthodes n’existent pas pour les erreurs de cylindricité
et de conicité, ce qui justifie le développement d’une méthode plus générale basée sur la minimisation
de fonctions. Cependant, les méthodes géométriques restent intéressantes à plusieurs points de vue.

Ces méthodes exactes donnent des valeurs de référence qui permettent de qualifier les algorithmes basés
sur la minimisation de fonctions. Elles sont plus naturelles que les méthodes numériques car, à la base,
le problème est essentiellement géométrique. En outre, elles permettent de comprendre certains aspects
mathématiques qui paraissent obscurs de prime abord. Enfin, elles fournissent un critère nécessaire
d'optimalité lié au nombre de points de contact. Comme nous l’avons vu, un encadrement optimal a
nécessairement un nombre minimum de points de contact avec l’ensemble de points. Le critère
correspondant à chaque erreur est indiqué à la table 12. Pour les erreurs de cylindricité et de conicité,
nous ne disposons pas d’un tel critère mais nous verrons au chapitre 4.4 qu’il semble bien en exister un,
bien que cette propriété n’ait jamais été démontrée formellement.

Il existe de nombreux programmes permettant de construire les diagrammes de Voronoï. Celui que nous
utilisons est la suite Qhull, le même que celui utilisé pour les enveloppes convexes. Grâce à ce logiciel,
il est déjà possible de résoudre quelques problèmes d'erreurs de forme (rectitude, planéité, circularité,…)
de manière exacte et avec un minimum d'efforts de programmation.

Enfin, pour clore ce chapitre, il faut noter quelques particularités propres au cercle. En pratique, il arrive
fréquemment que le profil circulaire ne soit pas fermé (demi-paliers de vilebrequin ou d'arbre-à-cames
par exemple). En deçà d'un certain angle d’ouverture, le problème n'a plus de sens physique. Quand
l'angle du profil est plus petit que 180°, le centre du plus petit cercle circonscrit est toujours le point
médian des deux points les plus éloignés. Pour le plus grand cercle inscrit, la solution est toujours à
l'infini. Ceci peut s'expliquer par le fait que la notion même d'intériorité du centre n'existe plus pour un
profil dont l’angle d’ouverture est inférieur à 180°. Par contre, pour le calcul du meilleur cercle

erreur nombre de points de contact combinaisons

rectitude 2-1  1-23

circularité 2-2(1)4

planéité 3-1  1-3  2-24

sphéricité 3-2  2-3(2)5

plus grand cercle inscrit 3

plus petit cercle circonscrit 3

plus grande sphère inscrite 4

plus petite sphère circonscrite 4

Table 12 : critère d’optimalité pour les différentes erreurs et combinaisons des points de contact; (1) points de contact
croisés sur cercles intérieur/extérieur/intérieur/extérieur; (2) deux contacts situés de part et d’autre du plan formé par les trois

autres
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(circularité), on peut admettre des angles d'ouverture plus petits que le demi-cercle. La limite est atteinte
lorsque l'erreur de rectitude du profil est inférieure à son erreur de circularité, auquel cas la solution est
à l'infini. Les mêmes constatations valent également pour la sphère et le cylindre.

4.3. Méthodes de minimisation

4.3.1. Formulation mathématique du problème

Les erreurs de forme sont associées à un encadrement d'un ensemble de  points : deux droites parallèles,n
deux plans parallèles, deux cercles concentriques, … A chaque type d'encadrement, on peut associer une
fonction d’encadrement continue  dépendant des coordonnées  des points et d’un jeu def ( x , ) x
paramètres noté  [deb98, deb99]. Les  paramètres  reflètent l’orientation et/ou la position dem j
l’encadrement. Le problème relatif au calcul de l’erreur de forme peut être posé de deux manières : soit
la recherche du plus petit encadrement, soit la recherche de la meilleure approximation. Les deux
problèmes admettent la même solution.

Plus petit encadrement

Pour une valeur donnée de , la dimension de l'encadrement  vaut∆

(78)∆ ( )  sup
i1,n

f (x , )  inf
i1,n

f (x , )

Au sens des normes, l'erreur de forme est égale à la plus petite dimension de l'encadrement, notée .∆

Le problème à résoudre consiste à chercher le jeu de paramètres  qui minimise la fonction , soit ∆

(79)∆  min ∆ ( )

Prenons le cas de la rectitude. L'encadrement est composé de deux droites parallèles. La fonction
d'encadrement associée s'écrit

(80)f (x , y ,  )  x cos   y sin 

ce qui représente la hauteur d'un point  par rapport à une droite passant par l'origine et dont la(x ,y )
normale est inclinée d'un angle  sur l'axe  (figure 139a). La dimension  de l'encadrement pour un x ∆
angle  donné est égale à la différence entre la plus grande et la plus petite valeur de la fonction  f
comptée sur les  points. Enfin, l'orientation optimale  de l'encadrement est celle qui donne la plusn 

petite valeur de  (figure 139b).∆
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Figure 139 : fonction d'encadrement pour la rectitude (a) et encadrement optimal (b)

Meilleure approximation

En introduisant un paramètre supplémentaire, noté , on peut remplacer la fonction d'encadrement par
une fonction qui reflète l'écart par rapport à une forme géométrique, soit

(81)e (x , , )  f (x , ) 

L'écart maximum est la plus grande valeur de la fonction  comptée sur les  points. C'est une fonctione n
qui ne dépend que des paramètres  et du nouveau paramètre , soit

(82)emax ( , )  sup
i1,n

e (x , , )

Pour une valeur  donnée, il est aisé de montrer que la taille de l'encadrement  est égale à∆

(83)∆ ( )  2 min emax ( , )

et que la valeur optimale du paramètre  est égale à la moyenne des bornes supérieure et inférieure de
la fonction d'encadrement  (figure 140).f
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emax

inf f - 

sup finf f
sup inff f+

2

∆

sup f - 

Figure 140 : valeur optimale du paramètre 

Figure 141 : problème de la rectitude en termes d'écarts

Le problème de minimisation (79) peut être écrit sous la forme

(84)∆  2 min
,

emax ( , )

ce qui revient à trouver les paramètres  et  qui minimisent l’écart maximum. En termes 

géométriques, on recherche donc la surface d’équation

(85)f (x , ) 

dont l’écart maximum à l'ensemble de points est minimal. C’est un problème de meilleure approximation
uniforme, fort similaire à l’approximation des fonctions au sens de Tchébycheff [hac71, ber65].
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Figure 142 : système d’axes

Pour la rectitude (figure 141a), l’écart maximum  est la distance entre la droite d'équationemax

(86)x cos   y sin  

et le point du profil le plus éloigné. Le problème revient à trouver la meilleure droite, c'est-à-dire celle
qui rend minimum l'écart maximum, en déterminant l’orientation optimale  et le terme indépendant  

(figure 141b).

Erreur de planéité

Pour l'erreur de planéité, l'encadrement est constitué de deux plans parallèles. La fonction d'encadrement
s'écrit

(87)f (x ,y ,z , ,)  x  n  a x  b y  c z

Elle reflète la hauteur d'un point par rapport à un plan passant par l'origine et dont la normale est
. Les angles  et  sont mesurés comme indiqué à la figure 142. Len  (cos , sin cos , sin sin) 

calcul de l'erreur de planéité revient à trouver l’orientation optimale  et le terme indépendant ( ,  ) 

du plan d’équation

(88)x  n  a x  b y  c z 

Erreur de circularité

Pour l'erreur de circularité, la fonction d'encadrement reflète la distance entre un centre de coordonnées (a ,b)
et les points du profil circulaire, soit

(89)f (x ,y ,a ,b)  (xa )2  (yb )2

Le problème consiste à trouver le meilleur centre  et le rayon  du cercle d’équation(a  ,b ) 

(90)(x  a )2  (y  b )2  2
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Le cas de la sphéricité est formulé de façon similaire dans l’espace à trois dimensions [mer01].

Erreur de cylindricité

Pour l'erreur de cylindricité, l'encadrement est constitué de deux cylindres coaxiaux. Le problème est un
peu plus complexe à formuler. Nous considérons dans un premier temps un axe défini par son vecteur
directeur . Le vecteur  est identique au vecteur  défini pour la planéité. Afin, de se ramener à unt t n
problème de circularité, les points sont projetés dans un plan perpendiculaire à l'axe et la fonction
d'encadrement s'écrit alors

(91)f (x ,y ,z , , ,a ,b)  (xpa )2  (ypb )2

où  et  sont les coordonnées projetées sur deux axes orthogonaux dans le plan perpendiculaire àxp yp
l'axe. Le problème revient à trouver le cylindre d’équation

(92)(xp  a )2  (yp  b )2  2

qui minimise l'écart maximum par rapport aux points. Cette formulation du problème de la cylindricité
conduit au plus petit nombre de paramètres, quatre en l'occurrence. Certains auteurs utilisent une
formulation plus simple, mais avec un plus grand nombre de variables : les trois coordonnées d'un point
de l'axe  et les trois composantes du vecteur directeur .P0 t

Erreur de conicité

L'erreur de conicité est formulée de manière similaire à celle de cylindricité avec une fonction
d'encadrement qui s'écrit

(93)f (x ,y ,z , , ,a ,b , )  rp cos  zp sin

où  est le demi-angle du cône et  et  sont les coordonnées radiale et axiale dans un système derp zp
coordonnées cylindriques basé sur l'axe . Cette fonction d’encadrement est identique à celle de lat
rectitude car il s’agit de trouver la meilleure génératrice du cône dans le plan des coordonnées .(rp , zp )

Cercle, sphère et cylindre inscrits ou circonscrits

Enfin, la recherche des plus grandes formes géométriques inscrites ou des plus petites formes
circonscrites est formulée de la manière suivante

(94)
max inf

i1,n
f (x , )

min sup
i1,n

f (x , )
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Figure 143 : rectitude d’un profil

où  est la fonction d'encadrement associée à l'élément géométrique considéré. Prenons le cas du plusf
grand cercle inscrit par exemple. Il s'agit de trouver le centre qui rend maximum le plus petit rayon
compté sur les  points, ce qui correspond àn

(95)max
a ,b

inf
i1,n

(xa )2  (yb )2

4.3.2. Méthode des moindres carrés

La méthode des moindres carrés est à proprement parler un ajustement aux moindres carrés, c’est-à-dire
la recherche de l’entité géométrique qui approche le mieux un ensemble de points au sens des moindres
carrés. La solution est obtenue en minimisant la somme des carrés des écarts des points par rapport à une
forme géométrique donnée (une droite, un plan, …). Le problème est formulé de manière à ce que les
écarts dépendent linéairement des paramètres, ce qui revient à minimiser une fonction quadratique.

Prenons le cas de la rectitude. Pour un ensemble de  points de coordonnées , il s’agit de trouvern (xi ,yi )
la droite  d’équation  qui minimise la norme d’ordre deux des écarts, soitd  y  m x  p

(96)min
m , p

L2 
n

i1
(yi  m xi  p )2

Les écarts sont comptés parallèlement à l’axe  (figure 143). On présuppose donc que la solution esty
proche d'une droite horizontale. Les dérivées de  par rapport à  et à  valentL2 m p

(97)

L2

m


n

i1
( yi  m xi  p ) ( xi )

L2

p


n

i1
( yi  m xi  p ) ( 1 )
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10 Pour autant que les points ne soient pas alignés sur l'axe  et qu'il y ait au moins deux points.y

Figure 144 : solutions obtenues aux moindres carrés sur le même profil en prenant 10 points (a) et 20 points (b)

En annulant les dérivées, on obtient le système

(98)


i
x 2

i 
i

xi


i

xi n

m
p




i

xi yi


i

yi

dont la solution est immédiate. L'erreur de rectitude est égale à la différence entre le plus grand et le plus
petit écart sur les  points. Graphiquement, l'erreur de rectitude est la distance entre les droites  et n d s d i

parallèles à  et qui encadrent l'ensemble de points. La méthode des moindres carrés est applicable àd 

la plupart des erreurs de forme classiques (planéité, circularité, cylindricité) moyennant une formulation
linéaire des écarts par rapport à la forme géométrique [shu87].

Le système (98) admet toujours une solution10, ce qui explique en partie pourquoi cette méthode est si
largement utilisée. On note également que tous les points ont le même poids. Ainsi, si un point est
fortement décalé par rapport aux autres suite à une erreur de mesure (choc, présence d’un copeau, …),
la droite  obtenue ne change quasiment pas, pour autant que le nombre de points soit suffisammentd 

grand. Notons que si l’orientation de la droite  change peu lorsqu’un point est accidentellementd 

décalé, l’erreur de rectitude peu quant à elle être fortement affectée.

La solution obtenue par la méthode des moindres carrés est influencée par la répartition des points de
mesures. Le profil illustré à la figure 144 est constitué d’un segment de droite (entre 2 et 8 mm) et de
deux segments de paraboles de part et d’autre. Nous avons disposé respectivement 10 et 20 points sur
le profil. Dans les deux cas, la solution obtenue par une méthode exacte (droite en traits pointillés) ne
change pas et l’erreur de rectitude correspondante vaut 2.68 mm. Avec la méthode des moindres carrés,
l’orientation de la droite  change avec le nombre de points. L’erreur de rectitude, c’est-à-dire lad 

distance entre les droites enveloppes  et , passe de 3.33 à 4.1 mm. Ainsi, plus on dispose de pointsd s d i

sur le profil, plus la droite  se rapproche de l’axe  et plus l’erreur de rectitude augmente, alors mêmed  x
que le profil reste identique. Ceci s’explique par le fait qu’il y a proportionnellement plus de points sur
la partie horizontale du profil que sur les deux parties paraboliques et que la méthode des moindres carrés
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Figure 145 : répartition de points sur la face
d’accouplement d’un moyeu de boîte de vitesses

Figure 146 : répartition de points sur une sphère

Figure 147 : plans obtenus par les moindres carrés (gauche) et par une méthode exacte (droite); les couleurs indiquent la
cote par rapport au plan horizontal

est plus sensible aux zones à forte densité de points.

Des répartitions de points de mesure non homogènes se rencontrent fréquemment en pratique. Elles
peuvent être dues à la topologie de la surface (figure 145) ou au mode de répartition des points, comme
pour la mesure de surfaces sphériques [mer01] (figure 146). Notons que ce problème se pose aussi pour
les ensembles de points obtenus par simulation, puisque le maillage suit la géométrie de la pièce. Pour
le moyeu de boîte de vitesses illustré à la figure 147, la densité de points dans la partie de droite est plus
faible que pour celle de gauche à cause de la présence des canaux d'alimentation d'huile. Dès lors, le plan
obtenu aux moindres carrés s'oriente principalement sur la partie gauche de la pièce et diffère
complètement du plan obtenu avec une méthode exacte. 

Remarquons enfin que, pour les erreurs d’orientation, les références simulées obtenues par la méthode
des moindres carrés diffèrent des références simulées obtenues avec des méthodes exactes, ce qui donne
évidemment des erreurs différentes. Pour s'en convaincre, il suffit de comparer l'orientation des deux
plans de la figure 147. L’erreur de perpendicularité de l'axe de l'alésage par rapport à la face
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Figure 148 :  fonction  en rectitude∆ Figure 149 :  fonction  en planéité∆

d'accouplement du moyeu sera différente selon qu'on utilise un plan ou l'autre comme référence.

La méthode des moindres carrés est une méthode simple et rapide pour évaluer grossièrement les erreurs
de forme mais on ne peut se satisfaire de cette méthode car elle conduit systématiquement à une erreur
de forme surévaluée. Pour contrôler les pièces en production, il est impératif d’utiliser une méthode
conforme aux définitions établies dans les normes.

4.3.3. Méthode basée sur le gradient

Comme nous l'avons vu au chapitre précédent, le calcul de l'erreur de forme peut être résolu comme la
recherche du plus petit encadrement ou la recherche de la meilleure approximation uniforme d'un profil
ou d'une surface décrit(e) par un ensemble de points. Dans les deux cas, il s'agit de minimiser une
fonction, respectivement les fonctions  et . Voyons d'abord à quoi ressemblent ces fonctions.∆ emax

Pour l’erreur de rectitude, la fonction  ne dépend que de la variable  qui correspond à l'orientation∆ 
de l'encadrement. L'allure de la fonction est illustrée à la figure 148. Elle est continue mais non
continûment dérivable et elle peut présenter des minima locaux. En planéité et en circularité, la fonction
présente les mêmes caractéristiques (figure 149).

La fonction  dépend d'une variable supplémentaire  de sorte qu'on ne peut la visualiser que pouremax
la rectitude. La figure 150 montre l’allure de la fonction  correspondant au même profil que pour laemax
figure 148. Les deux fonctions  et  se ressemblent car les deux problèmes de minimisation sont∆ emax
équivalents et admettent la même solution.

Les méthodes classiques basées sur la dérivée de la fonction, comme celle de Newton-Raphson ou les
méthodes de gradient, sont mal adaptées à ce type de problème car la dérivée première n'est pas continue.
De plus, elles ne permettent pas d'éviter les minima locaux.
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Figure 150 :  fonction  en rectitudeemax

4.3.4. Méthode du simplexe

Les méthodes d'ordre zéro, qui ne font pas appel aux dérivées de la fonction, sont a priori bien adaptées
pour résoudre les problèmes liés au calcul des erreurs de forme. Citons la méthode de Monte-Carlo ou
les algorithmes génétiques. La méthode du simplexe de Nelder et Mead [nel65] est une méthode de ce
type basée sur les diverses déformations d'un polytope convexe appelé simplexe. Le nombre de sommets
du polytope est égal au nombre de variables plus un : triangle pour une fonction de deux variables,
tétraèdre pour une fonction de trois variables, … Elle s'applique à tous les types de fonctions, continues
ou  discontinues, convexes ou non. L'algorithme consiste à déformer le polytope selon différents modes
qui dépendent des valeurs de la fonction aux sommets du polytope. A chaque itération, le mode de
déformation est choisi de manière à trouver un nouveau point où la valeur de la fonction est plus petite.
L’avantage de la méthode du simplexe est qu’elle est naturellement stable, contrairement aux méthodes
de gradient.

Un des inconvénients du simplexe est que le nombre d'itérations est généralement élevé, ce qui est propre
à toutes les méthodes d'ordre zéro. Cependant, pour les problèmes qui nous occupent, l'évaluation des
fonctions est très peu coûteuse. Pour donner un ordre d'idée, mille évaluations de la fonction  pour un∆
ensemble de mille points en cylindricité prend un temps de l'ordre d'une seconde sur un PC actuel. Dès
lors, le nombre d'itérations n'est pas un facteur limitatif.

Comme beaucoup d'autres méthodes, celle du simplexe est très sensible au choix du point de départ. Pour
un problème à  variables, le simplexe de départ est un polytope à  sommets. Ces  points sontm m1 m1
choisis de manière à couvrir le plus possible l'espace des variables. Dans sa forme simple, la méthode
du simplexe est une méthode locale. En d'autres termes, cela signifie qu'à partir d'un point de départ
donné, l'algorithme converge toujours vers la même solution. Si cette solution est un minimum local,
l'algorithme ne peut pas converger vers le minimum global de la fonction. Dès lors, on doit effectuer
plusieurs essais en partant d'un simplexe de départ aléatoire, de manière à augmenter les chances
d'atteindre le minimum global de la fonction.

Nous avons appliqué la méthode du simplexe à tous les problèmes d'erreurs de forme. Pour la plupart des
problèmes comportant une ou deux variables (rectitude, planéité, circularité), elle permet d'obtenir la
solution exacte du premier coup car ils présentent rarement des minima locaux. Par contre, pour les
problèmes présentant plus de deux variables (sphéricité, cylindricité, conicité), il faut effectuer de l’ordre
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Figure 151 : solutions obtenues en partant d’un simplexe aléatoire pour un calcul de cylindricité; les
solutions sont affichées dans le plan des variables a et b (localisation de l’axe) et dans celui des

variables  et  (orientation de l’axe)

d’une centaine d'essais pour atteindre la bonne solution. Sur la figure 151, on constate bien que
l'algorithme se bloque dans la majeure partie des cas sur des minima locaux qui sont d'ailleurs
généralement situés dans des vallées de la fonction où la dérivée est discontinue.

La méthode du simplexe s'applique bien au calcul des erreurs de forme. Elle est du reste extrêmement
simple à mettre en oeuvre. Son inconvénient majeur est qu'on n'est jamais certain d'avoir obtenu la bonne
solution, même en effectuant un grand nombre d'essais. De fait, on peut obtenir des solutions différentes
d'un essai à l’autre.

4.4. Minimisation des normes p

4.4.1. Définitions et propriétés

Les problèmes de minimisation sont difficiles à résoudre à cause des caractéristiques des fonctions ∆
et  : dérivées premières discontinues et présence de minima locaux. On peut dès lors songer àemax
minimiser des fonctions plus douces qui tendent vers les fonctions originales. Dans cette optique, la
norme d'ordre  des écarts présente des propriétés intéressantes. Elle est définie parp

(99)Np  (
n

i  1
ei

p )
1
p

Sa première propriété est de tendre vers  lorsque  tend vers l’infini. En effet, il est aisé de montreremax p
que l'inégalité

(100)emax  Np  emax n
1
p

est toujours vérifiée quel que soit l'exposant . La norme d’ordre  présente aussi la propriété dep p
diminuer quand l’exposant  augmente (inégalité de Jensen) :p
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Figure 152 : moyenne et norme d’ordre p Figure 153 : exposant p à atteindre pour une précision
donnée

(101)Np  Nq pour q > p

On peut facilement montrer que la moyenne d’ordre p des écarts, définie par

(102)Mp  ( 1
n 

n

i  1
ei

p )
1
p

tend également vers  lorsque  tend vers l’infini :emax p

(103)emax  Mp  emax n
1
p

et qu’elle augmente lorsque l’exposant augmente :

(104)Mp  Mq pour q > p

Dès lors, pour n’importe quelle valeur des paramètres  et , la fonction  est toujours encadrée paremax
la norme d’ordre  et la moyenne d’ordre  des écarts (figure 152). Il faut atteindre des valeurs de p p p
suffisamment élevées pour que  et  converge vers . Si l’on veut approcher la fonction Np Mp emax emax
avec une précision  donnée, la valeur de l’exposant  à atteindre dépend du nombre de points p n

(105)
Np  emax

emax

 n
1
p  1  p 

log
10

n

log
10

( 1  )

La figure 153 montre les exposants  à atteindre en fonction du nombre de points et de la précisionp
voulue. Par exemple, pour un ensemble de 1000 points et une précision désirée de , il faut minimiser105

la norme d’ordre .p  6.9 105
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Figure 154 : évolution de la norme d’ordre p (rectitude)

Le principe consiste à minimiser la norme  qui est une fonction continûment dérivable et qui tend versNp
. Cette idée n'est pas neuve. Goch a proposé cette solution [goc90]. La difficulté vient du fait qu'ilemax

faut atteindre des exposants très élevés, de l'ordre de , pour que la norme  tende effectivement vers106 Np
. Pour de tels exposants, la norme  n'est plus continûment dérivable d'un point de vue numériqueemax Np

et on retrouve les mêmes difficultés que pour la minimisation de la fonction originale. Dans son travail,
Goch atteignait un exposant de l'ordre de 50 à 60, ce qui est beaucoup trop faible pour obtenir la solution
du problème.

4.4.2. Principe

La méthode que nous proposons consiste à minimiser les normes  successives en partant de la normeN p
d'ordre 2 et en augmentant progressivement l'exposant. L'accroissement de l'exposant  suit unep
progression géométrique de raison . Le choix de  influence la vitesse et la stabilité de l'algorithme.
Une valeur trop grande risque de le faire diverger et une valeur trop petite conduit à un grand nombre
d'itérations sur . Après quelques tests, la valeur de  a été fixée à , de sorte que la solution estp 2
obtenue après 39 itérations si l'exposant  à atteindre est égal à .p 106

Cette méthode s'avère particulièrement bien adaptée aux problèmes de calcul d’erreurs de forme pour
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Figure 155 : convergence de la méthode des normes p sur un cas de cylindricité

plusieurs raisons. La première est que la norme , qui est le point de départ de l'algorithme, est trèsN2
douce et donc très facile à minimiser, ce qui donne une solution initiale stable (figure 154). La seconde
est liée au fait que les minima de deux normes successives sont très proches, ce qui réduit fortement les
risques de divergences.

Enfin, la propriété la plus marquante est que la suite des minima successifs tend vers le minimum global
de la fonction . Cette propriété ne peut pas se démontrer et de fait, elle n'est pas générale. En effet,emax
on a observé des cas où elle n'était pas vérifiée, mais il s'agissait toujours de cas académiques qui
présentaient des propriétés de symétrie que l'on ne rencontre pas en pratique. En cylindricité, où l'on
constate toujours la présence d'un grand nombre de minima locaux, l'algorithme trouve toujours son
chemin vers le minimum global de la fonction  (figure 155).emax

4.4.3. Mise en oeuvre

Le principe de l'algorithme est relativement simple. Cependant, sa mise en oeuvre requiert la
minimisation des normes  successives et nécessite quelques précautions pour éviter les problèmesNp
numériques liés aux exposants élevés.

Minimisation de Np

A partir d’un point de départ choisi arbitrairement, on minimise d’abord la norme d’ordre 2. L’exposant
est alors multiplié par la raison  et on repart du minimum de  pour minimiser la norme d’ordre .N2 2
On procède de même jusqu’à atteindre l’exposant ou la précision souhaités. Pour minimiser la norme Np
à chaque itération, deux méthodes de minimisation ont été implantées : celle de Newton-Raphson et celle
du simplexe.

Avec la méthode de Newton-Raphson, on ne minimise pas à proprement parler toutes les normes
successives. En réalité, on ne cherche le minimum effectif que pour la norme d’ordre 2. Celui-ci est
généralement atteint après 3 ou 4 itérations. Par après, on ne réalise qu’une seule itération pour chaque
norme, de manière à ne pas atteindre un point où la dérivée n’est pas définie. Cependant, il arrive que
l’algorithme diverge. On se base sur l’inégalité de Jensen pour déceler une amorce de divergence. Si la
valeur de la norme est plus grande qu’à l’itération précédente, l’exposant est bloqué jusqu’à ce qu’une
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11 En planéité, on peut aussi trouver les solutions 1-3 ou 3-1. En cylindricité, on trouve généralement les solutions 2-4, 3-3
et 4-2, mais nous n'avons jamais trouvé les solutions 1-5 ou 5-1.

valeur plus petite soit trouvée et on reprend alors le processus normal. Remarquons que les cas de
divergence sont très rares : ils ne se sont produits dans nos tests que pour des problèmes académiques.

Les problèmes de divergence ou de dérivée indéfinie ne se posent pas avec la méthode du simplexe. Dès
lors, on peut rechercher le minimum de chaque norme . A chaque itération sur l’exposant , leNp p
simplexe de départ est construit autour du minimum trouvé à l’itération précédente, les  autres sommetsm
du polytope étant choisis aléatoirement mais de manière à couvrir le plus possible l’espace des variables.
Ainsi, si la suite des minima des normes successives tendait vers un optimum local, l’algorithme pourrait
retrouver le chemin de l’optimum global. Mis à part de très rares cas, les solutions obtenues sont toujours
identiques, que l’on utilise la méthode de Newton-Raphson ou celle du simplexe.

Mise à échelle

L'évaluation de la norme d'ordre  requiert le calcul des termes . Pour des valeurs élevées de , onp ei
p p

atteint la limite machine de représentation d'un réel, overflow en anglais. Dès lors, on est obligé de mettre
à échelle les écarts en multipliant haut et bas par la valeur  ce qui donneemax

(106)Np  (
n

i  1
emax 

ei

emax

p )
1
p  emax (

n

i  1
 ẽi

p )
1
p

où les écarts  sont tous compris entre -1 et 1. Lorsque  tend vers l'infini, tous les termes de la sommeẽi p
pour lesquels la valeur absolue de l’écart  est strictement inférieure à l’unité tendent vers zéro. Seulsẽi
les termes associés aux points extrêmaux, dont l’écart est égal à un, se retrouvent dans la somme.

Elimination des nombres très petits

Certains ordinateurs anciens ne sont pas capables de gérer les nombres positifs très petits (underflow en
anglais). Pour éviter ce problème, les termes  qui sont plus petits que la limite de la machine neẽi

p

doivent pas être évalués. Ces termes à rejeter satisfont la condition

(107)ẽi  10


p

où  est la limite de la machine. Cette précaution, qui n'est pas indispensable sur les machines10

récentes, permet cependant d'accélérer fortement le calcul. En effet, à mesure que l'exposant augmente,
le nombre de termes rejetés est de plus en plus grand et, à la fin du processus, on ne conserve que les
points pour lesquels la valeur absolue de l'écart est proche de l'unité. Ces points sont en fait ceux sur
lesquels l'encadrement optimal s'appuie. La figure 156 montre le nombre de points conservés au cours
des itérations correspondant respectivement à des écarts positifs et négatifs. Lorsque la solution est
atteinte, il ne reste que les points pour lesquels l'écart mis à échelle  vaut un ou moins un. Pour unẽi
calcul de planéité (figure 156a), l’encadrement optimal présente deux points de contact sur le plan
inférieur et deux sur le plan supérieur, ce qui correspond à un couple d’arêtes gauches11. Pour un cas de
cylindricité (figure 156b), on trouve six points de contact, deux sur le cylindre extérieur et quatre sur le
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Figure 156 : évolution du nombre de points gardés au cours des itérations en planéité (a) et en cylindricité (b)

Figure 157 : différence entre le minimum de la norme 2 et celui de la
norme p

cylindre intérieur.

4.4.4. Discussion

La figure 157 montre l'écart entre l'erreur de rectitude calculée en norme 2, ce qui équivaut à la méthode
des moindres carrés, et celle obtenue avec la méthode des normes  sur un ensemble d'environ 500p
mesures. La différence moyenne est de 12.7% et la différence maximum observée atteint 21.5%. Pour
les autres erreurs de forme, les différences sont du même ordre de grandeur. Ceci montre bien l'intérêt
d'utiliser une méthode exacte pour évaluer les erreurs de forme.

La méthode des normes d’ordre  est extrêmement fiable. En comparant les solutions obtenues avecp
celles des méthodes géométriques (rectitude, planéité, circularité), elle donne toujours la solution exacte,
pour autant qu’il s’agisse de cas réalistes. Cette méthode a été intensivement testée sur de nombreux cas
de mesures ou de résultats de simulation. En outre, elle a été adoptée par la firme RENAULT, après
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Figure 158 : allure de la fonction  pour le calcul de la∆
planéité d'un ensemble de points répartis sur une sphère

a

A

diagramme de
 Voronoï (type 1)

b

B
C

Figure 159 : discontinuité de la dérivée première de la
fonction  en circularité∆

évaluation de plusieurs algorithmes différents, comme base pour un logiciel de calcul des erreurs de
forme, d’orientation et de position (DEFGEOM).

Il est clair que si l'ensemble de points ne ressemble pas du tout à la forme théorique (une droite, un plan,
un cercle, …) correspondant au défaut que l'on calcule, le problème perd beaucoup de son sens. Dans ces
conditions, il peut exister un grand nombre de minima locaux que l'algorithme n'arrive pas à éviter. Par
exemple, si l'on calcule la planéité d'un ensemble de points répartis sur une sphère, l'obtention du
minimum global est assez improbable, quelle que soit la méthode de minimisation (figure 158). Pour cet
exemple, seule la méthode de l'enveloppe convexe donne la solution optimale.

Les méthodes géométriques fournissent des valeurs de référence qui permettent de qualifier les méthodes
basées sur la minimisation de fonctions. En outre, elles sont beaucoup plus visuelles, ce qui permet de
comprendre certains aspects du problème. Lorsque l'on trace la fonction  d'un problème de circularité∆
en fonction des coordonnées du centre de l’encadrement  et que l'on superpose les deux(a , b )
diagrammes de Voronoï (figure 159), on constate que les discontinuités de la dérivée première de ∆
correspondent aux arêtes des deux diagrammes. Pour un centre A quelconque de l'encadrement, ce
dernier ne touche que deux points de l'ensemble. Lorsque le centre se déplace, la variation de la fonction ∆
est continue. Lorsque le centre touche une arête d'un des deux diagrammes de Voronoï (point B), un des
cercles est en contact avec un troisième point de l'ensemble. Lorsque le centre se déplace encore (point
C), l'encadrement quitte un des deux points de contact initiaux et la distance entre les deux cercles ne
varie plus de la même façon, ce qui explique la discontinuité de la dérivée première. La même
constatation vaut pour les problèmes de rectitude et de planéité avec l'enveloppe convexe.



5. Modélisation du broutement

Le mécanisme du broutement est très différent de celui des vibrations forcées car il s'agit de vibrations
auto-entretenues. Il est généralement provoqué par l'élément le moins rigide du système dont les
vibrations libres s'amplifient au cours du temps par régénération : la vibration provoque une oscillation
de l'épaisseur de coupe, ce qui produit un effort de coupe fluctuant qui, à son tour, entretient la
vibration. Le broutement se produit lorsque l'engagement dépasse une certaine limite qui dépend des
paramètres d'usinage et de l'amortissement du système. La profondeur de passe limite varie avec la
fréquence de rotation de l'outil ou de la pièce selon des lobes de stabilité. Pour le type d'applications
que nous étudions, il est plus approprié de ne déterminer que la limite inconditionnelle de stabilité, c'est-
à-dire la profondeur de passe maximale quelle que soit la fréquence de rotation. La méthode que nous
avons développée est fondée sur la théorie de Tlusty. Chaque noeud de la surface est considéré comme
un système indépendant à un degré de liberté dont la raideur est calculée à partir de la matrice de
flexibilité du superélément. En fraisage, ce type d'approche n'est valable que pour les problèmes de
broutement des parois minces, qui représentent néanmoins un grand nombre des cas rencontrés en
pratique. La profondeur de passe limite est calculée en chaque noeud de la surface usinée, ce qui permet
d'établir une carte du broutement de la surface. Le principal avantage de cette approche est d'être très
rapide. L'effet du dispositif de bridage et des différents paramètres de coupe (géométrie, dimension et
trajectoire d'outil) sur la profondeur de passe maximale peut être visualisé instantanément une fois la
matrice de flexibilité calculée.
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Figure 160 : diagramme de stabilité

5.1. Exposé du problème

5.1.1. Diagrammes de stabilité

Le broutement peut se produire pour n’importe quelle opération d’usinage. Cependant, les causes du
broutement et les remèdes à y apporter dépendent fortement du domaine d’application.

Dans le domaine aéronautique, beaucoup d’opérations consistent à usiner dans la masse. A partir d’une
pièce pleine, l’outil enlève un très grand volume de matière jusqu’à façonner la géométrie voulue. Pour
ce type d’opération, on cherche à obtenir le plus grand débit de copeaux possible afin de minimiser le
temps d’usinage. Le débit augmente linéairement avec la vitesse de coupe. Dès lors, l’usinage à grande
vitesse (UGV) est largement utilisé en aéronautique, d’autant plus que la plupart des matériaux usinés
(alliages légers, matériaux non métalliques) autorisent des vitesses de coupe très élevées. Les pièces
usinées sont souvent de forme complexe, ce qui nécessite des outils minces et élancés comme des fraises
à contourner ou des fraises boules. La grande flexibilité des outils combinée à un choix inadéquat des
conditions de coupe provoquent souvent des problèmes de broutement.

Le choix de conditions de coupe se fait généralement au moyen d’un diagramme de stabilité (figure 160).
Celui-ci est constitué de courbes, appelées lobes de stabilité, qui dépendent de la fréquence de rotation
de la broche  et de l’engagement de l’outil . Au-delà des lobes de stabilité, le système est instable etN a
le broutement apparaît. En deçà, il est stable. La droite horizontale qui relie le bas des lobes de stabilité
est appelée la limite inconditionnelle de stabilité. Elle correspond à l’engagement maximum  que l’onalim
peut atteindre sans provoquer du broutement quelle que soit la fréquence de rotation de l’outil.
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Figure 161 : choix de conditions de coupe stables

Le diagramme de stabilité est construit sur base d’un modèle qui reflète le comportement dynamique du
système vis-à-vis du broutement. Les premiers modèles furent développés par Meritt [mer65] et par
Tlusty [tlu57]. A l’heure actuelle, le modèle développé par Altintas [alt04] est une référence en la
matière. Tous ces modèles font intervenir la réponse du système en fonction de la fréquence (Frequency
Response Function, FRF). Celle-ci peut être déterminée numériquement à partir des caractéristiques du
système : masse, raideur et amortissement. Cependant, il n’est pas toujours simple d’évaluer ces
caractéristiques, spécialement l’amortissement du système. Une solution plus fiable est de déterminer
expérimentalement la FRF en réalisant une analyse modale du système : on fixe un accéléromètre sur
l’outil puis on le sonne avec un marteau à impulsion. Cette mesure permet également de déterminer
l’amortissement du système. Il existe un certain nombre de logiciels permettant d’analyser le
comportement d’un système vis-à-vis du broutement et de déterminer des conditions de coupe stables
[cut04, har04a].

Le diagramme de stabilité permet de trouver des conditions de coupe favorables non seulement pour
éviter le broutement, mais aussi pour augmenter la productivité. Sur l’exemple présenté à la figure 161,
les conditions initiales sont représentées par le point A. Ce point est dans une zone instable du
diagramme. Pour trouver un point stable, il suffit de se déplacer parallèlement à l’axe des abscisses
jusqu’à atteindre un point situé entre deux lobes (point B). Généralement, on choisit la zone inter-lobes
la plus à droite possible. Pour accroître encore le débit de copeaux, on peut augmenter l’engagement de
l’outil en se déplaçant jusqu’au point C. Il existe une limite maximum de l’engagement ( ) car lesamax
forces de coupe ne peuvent dépasser le niveau de sollicitations prescrit par le fabricant d’outils. Il existe
également une fréquence limite liée à la vitesse de coupe maximum ( ). Celle-ci dépend de la nuancev max

des plaquettes utilisées et du matériau usiné.

Pour les applications courantes du domaine aéronautique, le diagramme de stabilité est tout à fait
approprié pour choisir des conditions de coupe optimales. Ce choix est facilité par le fait que la plage
de vitesses de coupe autorisée est assez vaste. Pour les alliages d’aluminium par exemple, on peut
atteindre des vitesses de coupe de l’ordre de 10000 m/min. De plus, on peut jouer sur le diamètre de
l’outil pour ajuster la fréquence de rotation et la vitesse de coupe. En pratique, un réglage fin de la vitesse
de rotation peut s’avérer nécessaire à chaque changement d’outil. En effet, même si l’outil est
théoriquement semblable au précédent, le serrage dans le porte-outil ne se reproduit jamais exactement
de la même façon. Les fréquences propres du système peuvent donc changer quelque peu de sorte que
les lobes du diagramme de stabilité se retrouvent légèrement décalés. Comme la zone de stabilité entre
deux lobes est assez étroite, il faut parfois réajuster la vitesse de rotation manuellement.
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Dans le domaine automobile, le contexte est très différent. Du fait des cadences de production beaucoup
plus élevées, on ne travaille jamais au cas par cas car cela nécessiterait une intervention humaine
fréquente. Une fois que la production est lancée, les conditions de fonctionnement d’une machine doivent
être réglées une fois pour toutes et on ne peut plus intervenir sur cette machine que pour effectuer le strict
minimum (changements d’outils, maintenance, …). Il importe donc que le réglage ne soit pas trop
sensible à de petites perturbations comme le montage/démontage de l’outil ou la variation d’épaisseur
des pièces brutes.

De plus, la marge de manoeuvre dans le choix des conditions de coupe est bien moindre. La plage de
vitesses de coupe est souvent beaucoup plus restreinte. Sur la fonte, la vitesse de coupe est de l'ordre de
100 m/min. Dans la majorité des cas, on ne peut pas jouer sur le diamètre de la fraise car celui-ci est fixé
par la largeur de la surface à usiner, l’opération devant se faire en une seule passe. Dès lors, une
augmentation de la vitesse de rotation est souvent irréalisable. A titre d'exemple, sur un carter-cylindres
F9, le dégrossissage est réalisé avec une fraise de 400 mm de diamètre avec 64 dents et la vitesse de
rotation est de 92 tr/min. Le broutement au niveau de la baignoire d’huile a une fréquence de l’ordre de
3000 Hz. Pour atteindre la zone de stabilité inter-lobes la plus large, qui se trouve précisément vers 3000
Hz, il faudrait multiplier la vitesse de rotation de la fraise par 30, ce qui correspondrait à une vitesse de
coupe beaucoup trop élevée pour la fonte (environ 3500 m/min), la vitesse de coupe maximale étant
d’environ 150 m/min.

Pour le type d’applications que nous traitons, la détermination des lobes de stabilité n’a donc guère
d’intérêt car la marge de manoeuvre sur la fréquence de rotation est trop restreinte. Il nous paraît plus
utile de prédire l’engagement maximum admissible pour une opération donnée, qui correspond à la limite
inconditionnelle de stabilité .alim

Tous les modèles proposés dans la littérature s’appliquent très bien au broutement de l’outil car le
comportement d’un outil peut être correctement modélisé par un système simple à un ou deux degrés de
liberté. Le broutement engendré par la flexibilité de la pièce est nettement plus difficile à modéliser car
ses modes de vibration sont plus complexes que ceux d’un outil. On trouve dans la littérature de très
nombreux travaux relatifs au broutement des outils mais il en existe très peu qui traitent du broutement
des pièces.

5.1.2. Système à un degré de liberté

La méthode que nous avons développée est basée sur la théorie de Tlusty. Avant d'exposer cette théorie,
nous rappelons dans ce paragraphe quelques notions de base de dynamique relatives à un système à un
degré de liberté.

Soit un système à un degré de liberté constitué d’une masse, d’un ressort et d’un amortisseur visqueux,
et soumis à une force oscillante  (figure 162). Le comportement du système est régi par l’équationf (t)
classique d’équilibre des forces, soit :

(108)m ẍ (t)  c x (t)  k x (t)  f (t)

où  est la masse,  le coefficient d’amortissement et  la raideur.m c k
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Figure 162 :  système à un
degré de liberté

Pour une force extérieure périodique et d’amplitude constante , la réponse du système estf (t)  F e i t

de la forme

(109)x (t)  X e i t

où  est la pulsation de la force. En régime établi, tant que la force externe est active, la réponse du
système est donnée par

(110)X ( )  G ( ) F ( )

où le terme  est appelé la fonction de transfert du système et vautG ( )

(111)G ( )  X ( )
F ( )


1

 2 m  i c  k

Elle représente l’amplitude de vibration produite par une force unitaire de pulsation . On l’appelle aussi
la fonction de réponse en fréquence du système (Frequency Response Function - FRF). La pulsation
propre du système , qui correspond à la fréquence des oscillations libres, vaut0

(112)0 
k
m

L’amortissement critique du système  correspond au coefficient d’amortissement pour lequel lacc
réponse du système cesse d’être oscillante. Il vaut

(113)cc  2 k m

Le rapport d’amortissement  est défini comme le rapport entre le coefficient d’amortissement  et lec
coefficient d’amortissement critique . En introduisant la fréquence propre  et le rapport  dans lacc 0
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Figure 163 : module de la fonction de transfert (a), déphasage (b), partie réelle (c) et partie
imaginaire (d)

formule (111), on obtient une nouvelle forme de la fonction de transfert,

(114)G ( )  1
k

1
1  r 2  2 i r

où  est le rapport de fréquence et vaut .r / 0

La compliance dynamique du système est la valeur absolue de la fonction de transfert. Pour une force
extérieure non oscillante ( ), on retrouve la compliance statique qui vaut  (figure 163). La partier  0 1/k
réelle de la fonction de transfert est appelée la mobilité du système tandis que la partie imaginaire est
appelée l’inertance.

5.1.3. Modèle de Tlusty

Lors d’une opération d’usinage, le système pièce/machine/outil a toujours tendance à vibrer. Sa vibration
a pour effet de faire varier la position relative entre l’outil et la pièce. La surface coupée par l’outil
présente donc une ondulation. Comme l’épaisseur de matière coupée par l’outil varie comme l’ondulation
de la surface, l’effort de coupe oscille. Le mécanisme du broutement peut s’expliquer par le fait que le
système est en boucle fermée : la vibration du système engendre un effort de coupe variable qui, à son
tour, provoque la vibration du système. Sous certaines conditions, les vibrations s’amplifient avec le
temps et le système devient instable. Rappelons que, pour le broutement, la fréquence de vibration est
toujours proche d’une des fréquences propres du système, la première dans la plupart des cas.

Le modèle de Tlusty [tlu57, tlu99] repose sur le schéma présenté à la figure 164. La direction  est lay
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Figure 164 : principe du modèle de Tlusty

normale à la surface coupée sur laquelle est mesurée l’épaisseur de coupe . L’outil est modélisé par unh
système à un degré de liberté selon l’axe , incliné d’un angle  par rapport à . Il se caractérise par unex y
masse , une raideur  et un coefficient d’amortissement . La direction de l’effort de coupe  estm k c F
inclinée d’un angle  par rapport à .y

La théorie de Tlusty est basée sur quelques hypothèses qui, d’après cet auteur, n’affectent pas la validité
du modèle :

 le système est linéaire;
 la direction de la composante oscillante de l’effort de coupe est constante;
 la composante oscillante de l’effort de coupe varie proportionnellement et instantanément avec la

variation d’épaisseur de coupe.

Si l’outil vibre à une pulsation , l’ondulation qu’il laisse sur la surface est elle-même sinusoïdale et sa
pulsation est identique à celle de vibration . Si on note  l’amplitude de l’ondulation laissée lors du Yi i ème

passage de l’outil, la vibration selon la direction  vauty

(115)yi  Yi sin t  Xi cos sin t

où  est l’amplitude de la vibration de l’outil. L’épaisseur de coupe présente une composante constante Xi hm
et une composante oscillante qui vaut

(116)dh  yi1  yi  (xi1  xi ) cos

où l’indice  correspond au passage antérieur de l’outil.i1

Afin de rendre le système linéaire, on admet l’hypothèse selon laquelle la partie oscillante de l’effort de
coupe  dépend linéairement de la variation d’épaisseur de coupe  et de la largeur de coupe .dF dh b
L’outil est donc soumis à une composante variable de l’effort qui vaut

(117)dF  kd b dh  kd b [xi1  xi ] cos
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où  est la raideur de coupe dynamique. Elle correspond à l’incrément de l’effort de coupe pour unekd
largeur de coupe unitaire et pour un incrément d’épaisseur de coupe unitaire.

D’après l’équation (110), la réponse du système est de la forme , ce qui donne iciX  G F

(118)xi  dF cos(  ) G ( )

En combinant les équations (117) et (118), on obtient la relation entre l’amplitude de l’ondulation
courante et celle de l’ondulation laissée par l’outil au passage antérieur, soit

(119)
yi

yi1


xi

xi1


Gd ( )

Gd ( )  1
kd b

où  est la fonction de transfert directionnelle qui vautGd ( )

(120)Gd ( )  u
k

1
1  r 2  2 i r

Le coefficient directionnel , égal à , tient compte de l’orientation de l’effort de coupe u cos cos(  ) F
et de l’orientation de la direction de vibration  par rapport à la direction normale à la surface coupéex

. D’après Tlusty, le système est instable si l’amplitude des vibrations augmente avec le temps. Il esty
stable si elle décroît. La limite de stabilité peut donc s’écrire

(121)


yi

yi1

 1

En égalant le module de l’équation (119) à l’unité, on obtient

(122) 
Gd ( )  1

kd b
 Gd ( )

La fonction de transfert  est complexe. Par contre, les valeurs  et  sont réelles. En neGd ( ) kf b
considérant que la partie réelle de l’équation (122), il vient

(123)Re Gd ( ) 
1

kd b
 ± Re Gd ( )

Le signe plus conduit à une largeur de coupe  infinie, ce qui n’est pas physique. Avec le signe moins,b
on trouve le critère de stabilité suivant
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(124)bcr 
1

2 kd Re Gd ( )

Pour une fréquence  donnée, les vibrations s’amplifient lorsque la largeur de coupe excède la valeur
critique . C’est uniquement pour des valeurs négatives de la partie réelle de la fonction de transfert bcr Gd ( )
que la valeur critique à un sens. La valeur maximum de la largeur de coupe que l’on peut atteindre quelle
que soit la fréquence correspond à la valeur minimum de , soitRe Gd ( )

(125)Re Gd ( )
min


u

4 k (  1)

qui est atteinte lorsque le rapport de fréquence  vaut  (figure 163). On obtientr 1  2 , << 1
finalement le critère de broutement suivant

(126)blim 
2 k (  1)

kd u

où  est la raideur statique,  est la raideur de coupe,  est le rapport d’amortissement et  est lek kd u
coefficient directionnel. Le résultat obtenu par Tlusty est fondamental car il met clairement en évidence
les paramètres essentiels qui favorisent la stabilité du processus de coupe :

 maximiser la raideur du système : s’agissant d’un outil, on doit veiller à limiter au strict minimum
sa longueur et à augmenter le plus possible sa section. Ces recommandations valent également pour
le porte-outils, pour la broche et pour la structure de la machine-outil en général;

 augmenter l’amortissement : pour l’outil, il existe des systèmes d’amortissement actifs. Pour la
machine, on utilise souvent la fonte car elle possède de bonnes propriétés d’amortissement;

 diminuer la raideur de coupe en modifiant les angles d’outils et éventuellement la nuance des
plaquettes;

 diminuer le facteur de direction en jouant à la fois sur les angles d’outil et sur la trajectoire de
l’outil en fraisage.

Pour un système à plusieurs degrés de liberté, la fonction de transfert est égale à la somme des fonctions
de transfert (figure 165). La formule (124) devient

(127)bcr 
1

2 kd 
i

ui Re Gi ( )

où  est le coefficient directionnel du mode  et  est sa fonction de transfert. La limite de stabilitéui i Gi ( )
inconditionnelle correspond alors à la plus petite valeur de la somme des parties réelles (point orange sur
la figure 165).
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Figure 165 : fonction de transfert d'un système à trois degrés de
liberté

Figure 166 : amortissement intrinsèque

L’amortissement du système est de plusieurs natures :

 l’amortissement structural, propre à chaque matériau. Pour la fonte, on considère généralement un
amortissement structural allant de 3 à 5%;

 l’amortissement par frottement, qui se produit en de nombreux endroits du système comme par
exemple au niveau des roulements à billes de la broche ou au niveau des zones de contact entre la
pièce et les éléments du montage;

 l’amortissement intrinsèque au processus de coupe (process damping).

Ce dernier est principalement dû au frottement de la face en dépouille de l’outil sur la surface coupée.
D’après plusieurs études [elb94, seg01], l’amortissement introduit est proportionnel au volume de matière
déplacé  (figure 166). Comme il varie avec l'amplitude de vibration, il est très difficile de le modéliser.V
En pratique, on peut déterminer assez facilement l’amortissement structural grâce à une analyse modale.
Par contre, il est très difficile de quantifier les deux autres sources d’amortissement.

5.2. Modélisation du broutement de la pièce

5.2.1. Cartes de broutement

L'intérêt du critère de broutement établi par Tlusty est qu'il ne fait intervenir que la raideur statique. De
plus, dans le cas d'un système à un seul degré de liberté, la fréquence propre du système  n'intervient0
pas dans l'équation (126). L’idée fondamentale de la méthode que nous proposons est de considérer
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Figure 167 : sous-matrice de flexibilité (a); valeurs propres et vecteurs propres de la matrice (b)

chaque noeud de la surface usinée comme un système à un degré de liberté et d'utiliser la matrice de
flexibilité  pour calculer le terme  du critère de broutement [mas04]. Cette méthode ne fait appel àS k
aucune notion globale de mode ou de fréquence propre. Elle permet cependant d'obtenir des indications
précieuses sur les zones à risque, l'ordre de grandeur de la profondeur de passe limite et la manière de
régler les paramètres d'usinage pour réduire les risques de broutement.

Dans la modélisation du défaut engendré par l’usinage, nous inversons la matrice de raideur du
superélément après avoir appliqué les conditions aux limites (cf. chapitre 3). Nous obtenons ainsi la
matrice de flexibilité  du superélément. La ligne de la matrice de flexibilité correspond au champ deS i
déplacements lorsqu’on applique une force unitaire sur le degré de liberté .i

Comme aucun noeud de la surface usinée ne peut être fixé, on retrouve dans la matrice de flexibilité les
lignes et les colonnes correspondant aux trois degrés de liberté de chaque noeud. La sous-matrice
diagonale , de dimensions 3x3, associée à un noeud de la surface reflète la souplesse locale au niveauS̃
de ce noeud (figure 167a). Les vecteurs propres de la matrice  représentent les trois directionsS̃
principales de souplesse. La valeur propre  associée à une direction principale  est la flexibilité duSi vi
noeud selon cette direction (figure 167b). La matrice des flexibilités principales ne présente plus deS̃ 

termes de couplage entre les trois degrés de liberté du noeud.

Pour toutes les pièces étudiées, nous avons constaté que :

 pour les zones massives ou proches des fixations, les trois termes de flexibilité sont du même ordre
de grandeur, ce qui signifie qu'il n'y a pas de direction de déformation privilégiée;

 pour les parties flexibles, qui sont quasiment toujours des parois minces, le plus grand terme de
flexibilité  est nettement plus élevé que les deux autres.S3

Prenons comme exemple une plaque mince fixée sur trois pans de son pourtour et dont la face supérieure
est fraisée. Pour les noeuds situés au milieu de la surface usinée, le terme de plus grande flexibilité S3
(figure 168) est environ 40 fois plus élevé que les termes  et  (figure 169). Par contre, pour les zonesS1 S2
proches des fixations, les trois termes sont sensiblement égaux.

Nous modélisons chaque noeud de la surface comme un système à un degré de liberté dont la direction
est donnée par le vecteur propre  et dont la raideur est égale à . L'approximation est évidemmentv3 1/S3
beaucoup moins bonne pour les zones rigides mais elles sont naturellement moins critiques pour le
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Figure 168 : plus grands termes de flexibilité (S3) Figure 169 : 2nd plus grands termes de flexibilité (S2)

Figure 170 : flexibilité de la surface usinée d’un carter-cylindres D4 (termes )S3

broutement que les parties flexibles de la pièce.

Avec cette simplification, le critère de broutement (126) peut alors être appliqué à chaque noeud. Il suffit
de remplacer le terme de raideur par , soit1/S3

(128)blim 
2 (  1)

S3 kd u

En fraisage, cette approche n'est valable que pour le broutement de parois minces sur lesquelles une seule
dent est en prise à un instant donné. En effet, nous considérons ici un modèle ponctuel dans lequel
chaque noeud est excité par la seule force appliquée en ce noeud. Pour l’exemple de la figure 168, si deux
plaquettes sont en prise au même moment, chacune a un effet sur l’amplitude de vibration au point
d’application de l’autre. Il y a un couplage entre les dents en prise, ce qui requiert le calcul de la forme
du mode propre de vibration et l’adoption d’une méthode de calcul plus complexe.
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Figure 171 : développement au premier ordre de F̃

Néanmoins, le modèle adopté reste valable lorsque plusieurs parois minces de la pièce sont sollicitées
au même moment pour autant que les modes de vibration de ces parois soient découplés. Pour un carter-
cylindres, plusieurs baignoires d’huile peuvent être excitées simultanément mais chacune présente un
mode de vibration indépendant des autres, comme le suggère la carte de flexibilité de la figure 170. 

5.2.2. Méthode de calcul

En pratique, on règle plutôt la profondeur de passe  que la largeur de coupe . La formule (128) devienta b

(129)alim 
2 (  1)

S3 kd u
sin r

où  est l’angle de direction d’arête principale. La carte de broutement est obtenue en évaluant lar
profondeur de passe limite  en chaque noeud de la surface usinée. L’amortissement est supposéalim
constant. Les grandeurs qui varient d’un noeud à l’autre de la surface usinée sont donc :

 la flexibilité ,S3
 la raideur de coupe dynamique ,kd
 le coefficient directionnel .u

Calcul de la raideur de coupe dynamique

Lors des vibrations du système, la largeur de coupe  est supposée constante. Seule l’épaisseur de coupe b h
oscille autour de sa valeur moyenne . La raideur de coupe dynamique est obtenue en réalisant unhm
développement au premier ordre de l’effort de coupe autour de , soithm

(130)F̃(h)  F̃ (hm)  F̃ (h)
h hhm

(h  hm )  F̃ (hm)  kd (h  hm )

où  est l’effort de coupe divisé par la largeur de coupe  (figure 171).F̃ b
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Figure 172 : évolution linéaire des efforts de coupe avec
l'épaisseur de coupe

L’effort total est décomposé selon trois directions, soit

(131)F  Fc uc  Ff uf  Fp up

où ,  et  sont respectivement les directions de la force de coupe , de la force d’avance  et deuc uf up Fc Ff
la force passive . Selon le modèle de forces de coupe utilisé, le calcul de la raideur de coupe estFp
sensiblement différent. Prenons tout d’abord le cas d’un modèle à exposants comme celui de Kienzle.
Chaque composante de l’effort total est de la forme

(132)Fi  b h 1mi ki 1.1 ( i  c , f , p )

La raideur de coupe selon chaque direction est égale à la dérivée première de chaque composante en ,hm
soit

(133)kdi 


F̃i

h hhm

 ki 1.1 (1mi ) h
mi
m ( i  c , f , p )

La raideur de coupe totale est donnée par

(134)kd  kdc uc  kdf uf  kdp up

Pour le modèle de Gu et al., si l'on considère un modèle à exposant pour la pression normale  et laKn
pression de frottement , on obtient des expressions semblables au modèle de Kienzle.Kf

Par contre, avec un modèle de forces affines de l'épaisseur de coupe, les forces varient linéairement avec
l'épaisseur. Par conséquent, les raideurs de coupe  sont égales à la pente de chaque droite (figure 172).kdi
Si les pressions  et  sont de la formeKn Kf
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(135)
Kn  [ C1n 

C2n

h
] C 

n ( n , v )

Kf  [ C1f 
C2f

h
] C 

f ( n , v )

où  sont les facteurs qui dépendent de l'angle de coupe normal  et de la vitesse de coupe C 

i ( n , v ) n v
(équation 34, chapitre 2.3), les raideurs de coupe selon les trois directions sont données par

(136)
kdc  C1n C 

n cos p cos n  C1n C 

f ( sin re sin n  cos re sin p )
kdf  C1n C 

n cos p sin n  C1n C 

f sin re cos n

kdp  C1n C 

n sin p  C1n C 

f cos re cos p

et la raideur de coupe totale par l’équation (134). Contrairement au cas du modèle de Kienzle, la raideur
de coupe ne dépend pas de l’épaisseur de coupe moyenne .hm

En pratique, on ne dispose souvent que des données fournies par le fabricant d’outils, c’est-à-dire la
pression de coupe  et l’exposant de coupe , ce qui ne permet de calculer que la force de coupekc1.1 mc

. En considérant un coefficient de frottement , on peut estimer la force tangentielle  parFc µ Ft

(137)Ft  µ Fc ut  µ kc1.1 b h 1mc ut

où  est la direction définie par l'angle de direction d'arête apparent . La force tangentielle  est plusut re Ft
ou moins perpendiculaire à la force de coupe, pour autant que les angles  et  soient petits en valeursn s
absolues. Par conséquent, la raideur de coupe est donnée par

(138)kd  kc 1.1 (1mc ) h
mc
m 1  µ2

Le coefficient de frottement  est situé dans une fourchette allant de 0.4 à 0.6 pour une épaisseur deµ
coupe  supérieure à 0.2 mm. Ceci est évidemment une méthode très approchée mais elle donne touthm
de même une assez bonne estimation de la raideur de coupe.

Calcul du coefficient directionnel

D’après le schéma utilisé par Tlusty (figure 164), le coefficient directionnel vaut . Lescos cos(  )
angles  et  sont respectivement les inclinaisons de la direction de vibration  et de la direction deuv
l’effort de coupe  par rapport à la normale à la surface coupée, notée . Si la coupe se faituF un
principalement sur la portion rectiligne de l’arête de coupe (grande profondeur de passe et/ou petit rayon
de bec), on peut considérer que la direction  est définie dans le plan de référence  parun Pr

(139)un   uf sin r  up cos r

où  est l'angle de direction d'arête de l'outil. Pour des plaquettes rondes ou lorsque la coupe se fait surr
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Figure 174 : directions de coupe en fraisage

la partie arrondie de l’arête de coupe, on considère la direction normale à la corde qui va d’une extrémité
à l’autre de l’arête de coupe en prise (figure 173), ce qui correspond à l'angle de direction d'arête apparent

. Le vecteur  est alors calculé par l'équation (139) en remplaçant  par .re un r re

La direction de l'effort de coupe total  est définie parun

(140)uF 
Fc 

Ff 
Fp

 Fc 
Ff 

Fp


F
 F

où les forces de coupe ,  et  sont calculées par une des méthodes décrites auparavant. LesFc Fc Fc
directions de ces efforts sont les directions classiques de coupe, d'avance et passive. La direction de
vibration  est donnée par le vecteur propre  associé au terme de plus grande flexibilité .uv v3 S3

Enfin, le coefficient directionnel est calculé par

(141)u  cos cos(  )  ( uF  un ) ( v3  un )

Tous les vecteurs sont définis selon les axes locaux de la surface usinée. Pour toutes les opérations
excepté le fraisage, nous choisissons toujours des axes locaux correspondant aux directions principales
de coupe ,  et .uc uf up
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Figure 175 : carte de broutement pour une trajectoire
décalée de 10 mm à gauche de la pièce

En fraisage, le système d'axes est constitué des deux axes  et  dans le plan de la surface usinée ete1 e2
de l’axe  normal à la surface et pointant vers l'extérieur de la pièce. La direction de plus grandee3
flexibilité  est définie selon ce système d'axes. Par contre, les vecteurs  et  sont définis par rapportv3 uF un
aux trois directions principales de coupe qui varient avec la position du noeud considéré.

On doit dès lors définir les directions ,  et  en fonction de la trajectoire, du diamètre de la fraiseuc uf up
et de la position du noeud N (figure 174). Une fois ces trois vecteurs obtenus, on utilise alors l'équation
(140) pour définir la direction de l'effort total de coupe  et l'équation (139) pour définir la directionuF
normale à la surface coupée .un

5.2.3. Discussion

A l’heure actuelle, les concepteurs de gammes ne disposent d’aucun moyen pour analyser les risques de
broutement. La méthode que nous proposons a le mérite de fournir des indications utiles sur ces risques
et sur le réglage le plus approprié des paramètres d’usinage (trajectoire, géométrie de coupe, …).
Rappelons qu’un tel outil d’analyse est sensé être utilisé lors de la phase de pré-production, au cours de
laquelle seuls des modèles numériques des pièces sont disponibles. Certains paramètres comme
l’amortissement ou les forces de coupe ne peuvent être mesurés et l’on doit donc se contenter de valeurs
estimées. Dans ce cadre, l’intérêt d’un outil d’analyse est de donner des tendances réalistes. Nous avons
pu vérifier sur un cas réel que le modèle adopté donnait des résultats corrects. Il s’agissait de l’ébauche
de la face 500 d’un carter-cylindres, décrite en détail au chapitre 6.

L'avantage de la méthode développée est de fournir une solution immédiate car elle ne requiert aucun
calcul lourd, mis à part celui de la matrice de souplesse . La carte de broutement permet de visualiserS
sur la surface usinée les zones à risque. Comme son évaluation est quasiment instantanée, on peut
déterminer de manière interactive le meilleur réglage de l'opération : trajectoire de l'outil, sens de
rotation, géométrie des plaquettes, … La figure 175 illustre la carte de broutement d'une paroi mince
encastrée sur son pourtour et usinée avec une fraise de 80 mm dont la trajectoire est décalée de 10 mm
par rapport au bord de la pièce. La profondeur de passe maximale est égale à 0.71 mm au milieu de la
surface usinée.
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Figure 176 : influence du décalage de la trajectoire sur la profondeur de passe limite

Figure 177 : influence d’un appui anti-poussée sur la
profondeur de passe limite

On peut tracer aisément l'évolution de la profondeur de passe limite  en fonction du décalage de laalim
trajectoire (figure 176). C'est pour une trajectoire centrée sur la pièce que la profondeur de passe limite
est la plus grande. Pour une trajectoire décentrée, il vaut mieux que l'outil se trouve à droite de la plaque
dans le sens d'avance (décalage positif) plutôt qu'à gauche. La trajectoire de l'outil joue un grand rôle vis-
à-vis du broutement car l'orientation des forces varie énormément selon la position de l'outil par rapport
à la pièce : lorsque la fraise se trouve à gauche, l'effort total  est quasiment normal à la plaque, ce quiF
favorise le broutement; lorsqu'elle se trouve à droite, la force  est plus orientée selon le plan moyen deF
la plaque.

La géométrie de l'outil, spécialement l'angle de direction d'arête , a également une grande influencer
sur le broutement, car elle modifie à la fois l'orientation de l'effort total de coupe et celle de la surface
coupée. On peut également modifier la configuration du bridage de la pièce, ce qui demande une nouvelle
inversion de la matrice de raideur du superélément. La figure 177 illustre le cas de la plaque sur laquelle
on a disposé un appui anti-poussée. La profondeur de passe maximum atteint dans ce cas 1.63 mm au lieu
des 0.71 mm obtenus sans appui anti-poussée.



6. Applications

En premier lieu, nous présentons le logiciel d'analyse qui a été écrit durant ce travail. Toutes les étapes
de la simulation y sont intégrées ainsi que des outils graphiques permettant de visualiser et d'analyser
les résultats. Nous illustrons l'utilisation de ce logiciel sur quelques applications. La première porte sur
le chariotage d'un barreau cylindrique monté entre pointes. Pour ce type de pièce, nous disposons d'un
modèle analytique qui intègre l'effet de l'enlèvement de matière, ce qui permet de quantifier l'erreur
commise dans la modélisation par éléments finis. L'influence du bridage est mise en évidence sur le cas
d'un carter de boîte de vitesses en analysant différentes configurations des points de fixation de la pièce.
Sur le fraisage d'un collecteur d'échappements, plusieurs aspects sont étudiés : nombre de dents en prise,
trajectoire de l'outil et défaut dû aux imperfections des surfaces d'appuis. Ce dernier point est également
étudié dans le cas d'un disque de frein et dans celui d'un tambour de frein. Pour celui-ci, le dispositif de
serrage est très souple, ce qui nécessite son intégration dans le modèle d'éléments finis. Enfin, la
dernière application décrit un cas réel de broutement et la solution mise en oeuvre pour y remédier. Pour
cette application, des mesures ont montré que la méthode d'analyse du broutement développée dans ce
travail donnait des résultats cohérents.
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Figure 178 : interface graphique du logiciel développé

6.1. Description du logiciel développé
Au cours de ce travail, nous avons développé un logiciel complet permettant de réaliser des simulations
d’usinage à partir d’un modèle d’éléments finis standard. L’interface graphique (figure 178) a été écrite
en langage MATLAB car c’est un langage disposant de nombreuses possibilités graphiques (menus,
boutons, visualisations 3D, …). Par contre, MATLAB est un langage interprété, qui est par conséquent mal
adapté aux calculs lourds. Dès lors, toute la partie calcul du logiciel (inversion, résolution) a été écrite
en FORTRAN 90.

Le logiciel dispose de toutes les fonctions nécessaires pour la modélisation du système et l’analyse des
résultats. Il est organisé en modules qui permettent de réaliser les différentes étapes du calcul :

– création de groupes de noeuds en vue de la création du superélément et de la définition des
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Figure 179 : montage entre pointes avec une lunette-à-suivre

conditions aux limites (appuis, serrage, …),
– écriture des fichiers de création d’un superélément pour SAMCEF ou pour NASTRAN et lancement du

code d’éléments finis en tâche de fond,
– lecture de la matrice de raideur condensée, définition des axes locaux et des conditions aux limites

et calcul de la matrice de flexibilité,
– définition des paramètres d’usinage (trajectoire, conditions de coupe, géométrie de l’outil, …) et

calcul de la forme de la surface usinée,
– analyse des résultats obtenus par EF (erreurs de forme, d’orientation, …),
– calcul d’une carte de broutement de la surface usinée.

L’avantage d’une telle interface graphique est qu’elle est bien adaptée aux spécificités du problème : on
ne visualise que la peau du modèle d’éléments finis et les résultats ne sont affichés que sur la ou les
surface(s) usinée(s). De plus, le langage MATLAB permet de développer des procédures interactives
comme par exemple modifier la trajectoire et visualiser instantanément son effet sur la carte de
broutement.

Grâce à l’interface graphique et au soin apporté à la rapidité du calcul, ce logiciel s’avère parfaitement
bien adapté à une utilisation en milieu industriel.

6.2. Chariotage d’un barreau

6.2.1. Présentation

La première application est le chariotage d'un barreau cylindrique en acier monté entre pointes. La
longueur du barreau est de 150 mm et son diamètre initial est de 20 mm. La profondeur de passe est de
2.5 mm. Le but de cette application est de comparer le résultat du calcul numérique à la solution
analytique décrite au premier chapitre. On vérifiera également l'effet de l'enlèvement de matière sur le
défaut obtenu grâce au modèle analytique développé par Debongnie [deb94]. Notons que, sur un barreau
aussi élancé, on utilise normalement une lunette-à-suivre (figure 179) qui se déplace avec l'outil et qui
permet d'annuler quasiment toute déformation de la pièce.

Le maillage est constitué d'éléments à 6 ou 8 noeuds du premier degré. C'est un modèle de petite taille
qui comporte 810 éléments et 880 noeuds. Le module de Young est de 210000 MPa et le coefficient de
Poisson est égal à 0.29. La géométrie du modèle est celle de la pièce finie.
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12  Pour toutes les applications, une machine plus récente que celle décrite au chapitre 3 a été utilisée (Pentium 4 3.0 GHz
avec 2Gb de mémoire physique).

Figure 180 : maillage du barreau cylindrique, noeuds
retenus dans le superélément et axes locaux

6.2.2. Modélisation et simulation

La première étape est de sélectionner les surfaces de la pièce. Pour la surface usinée, on crée un groupe
de faces comprenant les faces sur la surface cylindrique de la pièce. Pour les deux contre-pointes, on
sélectionne une couronne de faces sur l'axe de la pièce (figure 180).

Ensuite, on crée le superélément, ce qui prend environ une dizaine de secondes pour un modèle de cette
taille12. Pour la surface usinée, les axes locaux des noeuds sont définis dans un système d'axes
cylindriques. Le troisième axe est l'axe normal à la surface (en bleu). Pour les deux contre-pointes, les
déplacements sont fixés. L'inversion de la matrice de raideur du superélément prend environ deux
secondes.

Une fois la matrice inversée, nous pouvons déjà visualiser les cartes de souplesse de la surface usinée.
La pièce est évidemment la plus souple selon la direction radiale. Les termes  des sous-matricesS33
diagonales de la matrice de flexibilité  sont représentés à la figure 181. Physiquement, chaque termeS
correspond au déplacement normal à la surface pour une force de 1000 N appliquée selon la direction
normale (axe local en bleu). La souplesse selon la direction d'avance (figure 182) est environ 12 fois plus
faible tandis que la souplesse selon la direction de coupe est négligeable.

Pour calculer les forces de coupe, on choisit les caractéristiques suivantes :

– acier Ck45
– avance par tour : 0.5 mm
– vitesse de coupe : 100 m/min
– angles d'outil : , , r  45° n  6° s  6°
– rayon de bec : 0.8 mm
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Figure 181 : carte de souplesse (direction normale) Figure 182 : carte de souplesse (direction d'avance)

Figure 183 : défaut obtenu avec  égal à 45°r Figure 184 : défaut obtenu avec  égal à 75°r

En utilisant le modèle de Gu et les paramètres déterminés pour cet acier au chapitre 2.3, on obtient une
pression de coupe normale  de 2556 MPa et une pression de frottement  de 918 MPa. Pour cetteKn Kt
géométrie de coupe, l'angle de direction d'arête apparent est égal à 38.6 °, en considérant une pressionre
de frottement constante, et l'aire de coupe est égale à 1.243 mm2. Les forces de coupe valent :

– force de coupe : Fc  2920 N
– force d'avance : Ff  1037 N
– force passive : Fp  1350 N

Le défaut calculé lorsque l'outil de déplace selon la direction d'avance (axe rouge sur la figure 180) est
illustré à la figure 183. On remarque que le défaut a exactement la même allure que la carte de souplesse
de la figure 181, ce qui montre que, dans ce cas, la force passive est largement prédominante. L'amplitude
du défaut est environ égale à 1.35 fois la souplesse, ce qui correspond bien à . La force d'avanceFp / 1000
a très peu d'effet sur l'amplitude du défaut, mis à part un léger déplacement du défaut maximum par
rapport au milieu du barreau.

Pour diminuer le défaut sans modifier les conditions de coupe, on peut utiliser un outil avec un angle
d'attaque  plus grand, ce qui a pour effet de diminuer la force passive et d'augmenter la force d'avance.r
Pour un angle d'attaque de 75° et des conditions de coupe identiques, l'angle de direction d'arête apparent
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Figure 185 : défaut calculé en fixant
uniquement deux noeuds situés sur l'axe de la

pièce

est égal à 58 ° et l'aire de coupe est quasiment inchangée. Les forces de coupe valent dans ce cas :re

– force de coupe : Fc  2955 N
– force d'avance : Ff  1292 N
– force passive : Fp  1006 N

Le défaut tombe à 80 µm environ (figure 184). Pour diminuer encore le défaut, on peut par exemple
utiliser un outil avec un rayon de bec plus petit, ce qui donne un angle de direction d'arête apparent

plus grand et, par conséquent, une force passive plus petite.re

Pour la force passive correspondant à un angle d'attaque de 45°, le défaut obtenu avec le modèle
analytique du premier chapitre est de 182 µm environ, à comparer avec les 110.8 µm obtenus par
simulation. Cette différence s'explique par le fait que, dans le modèle numérique, les deux contre-pointes
sont modélisées par un groupe de noeuds fixés, ce qui s'apparente plus à un encastrement qu'à un appui
à rotule comme c'est le cas dans le modèle analytique. Si on ne fixe que deux noeuds se trouvant sur l'axe
de la pièce (figure 185), on obtient un défaut beaucoup plus proche de la solution analytique. 

6.2.3. Effet de l’enlèvement de matière

Pour ce type d’opération, l’enlèvement de matière provoque une forte diminution de la raideur de la pièce
durant l’usinage. L’outil enlève 5 mm sur le diamètre, ce qui représente une diminution de 25% et une
différence de raideur entre le barreau initial et le barreau usiné d’environ 70%, étant donné que la raideur
est proportionnelle à la quatrième puissance du diamètre.

Le modèle analytique développé par Debongnie prend en compte la variation continue de diamètre durant
l’usinage et les effets de la force d’avance  et de la force passive . La force d’avance induit au pointFf Fp
où se trouve l’outil (figure 186a) un moment concentré qui vaut

(142)Mf  Ff
d
2

où  est le diamètre moyen. Pour les mêmes conditions que celles du premier calcul (figure 183), lesd
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Figure 186 : modèle analytique et défauts calculés

résultats obtenus avec le modèle analytique sont illustrés sur les figures 186b à 186d. Les effets séparés
de chacune des deux forces sont illustrés sur les graphiques de droite. Les courbes en pointillés
correspondent au défaut calculé respectivement avec le diamètre initial  et le diamètre final .d1 d2
L’enlèvement de matière a pour effet de décaler le maximum du défaut dans le sens de l’avance, c’est-à-
dire de la partie la plus massive du barreau. Le défaut dû à la force passive en tenant compte de
l’enlèvement de matière se trouve en tout point du barreau entre les défauts calculés avec les diamètres d1
et . Par contre, ce n’est pas le cas pour le défaut dû à la force d’avance.d2

Dans la modélisation par éléments finis, le moyen le plus simple de prendre en compte la diminution de
raideur est de faire le calcul sur deux modèles correspondant respectivement à la pièce finie et à la pièce
brute. En général, on dispose du modèle de la pièce finie. A partir de celui-ci, il est facile d’ajouter une
ou plusieurs couches d’éléments de façon à obtenir la géométrie de la pièce brute (figure 187a).

Les défauts calculés par éléments finis sur les deux modèles sont illustrés à la figure 187b. Ces deux
résultats correspondent en quelque sorte aux bornes inférieure et supérieure du défaut réel. De fait, la
moyenne des deux solutions obtenues par éléments finis est très proche de la solution analytique.

Pour les applications où la profondeur de passe est grande par rapport à l’épaisseur de la pièce, cette
solution est facile à obtenir et relativement peu coûteuse par rapport à des méthodes de remaillage comme
celles décrites au chapitre 2.1. En pratique, pour les applications du domaine automobile, on rencontre
très rarement des cas où l’effet de l’enlèvement de matière est aussi important.
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Figure 187 : obtention du maillage de la pièce brute par extrusion (a) et comparaison entre les solutions analytiques et celles
obtenues par éléments finis (b)

Figure 188 : carter de boîte de vitesses PK6 (RENAULT) et oreilles de fixation

6.3. Carter de boîte de vitesses

6.3.1. Présentation

Sur le carter de boîte de vitesses présenté à la figure 188, trois oreilles sont réalisées en fonderie de
manière à fixer la pièce durant l’usinage. Au niveau du bureau d’études, le choix de la position de ces
trois points de fixation est opéré en tenant compte de plusieurs contraintes : encombrement, appareillages
divers (circuit hydraulique, circuit électrique, …). En général, l’influence de la disposition des points de
fixation sur la rigidité de la pièce bridée est rarement prise en compte.

Les zones de la pièce qui se trouvent en dehors du triangle formé par les trois points d’appui sont très
peu rigides. Sur des pièces aussi souples, les tolérances sont extrêmement difficiles à tenir. Pour faire
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Figure 189 : points de fixation possibles; le carter est vu d'en bas

accepter une modification de la position des oreilles, le bureau des méthodes doit pouvoir justifier
l’amélioration qui en découlerait. Pour cela, il est indispensable de recourir à la simulation, car autrement
il est impossible de quantifier les effets d’une nouvelle configuration du bridage. Nous nous proposons
ici de rechercher une meilleure disposition des points de fixation.

6.3.2. Résultats

Le carter est en alliage d’aluminium ( , ). Il présente un grand nombre de paroisE  75000 MPa  0.33
minces. Dès lors, le maillage comporte des éléments volumiques pour les parties massives et des
éléments de coques pour les voiles minces (en jaune sur la figure 188). Pour tester plusieurs dispositions
des points d’appui, nous avons créé un superélément en conservant un certain nombre de zones de serrage
possibles qui sont coloriées en orange sur la figure 189. Les zones de fixation originales sont coloriées
en vert.

Afin de pouvoir comparer la rigidité de la pièce bridée pour chaque configuration, nous comparons la
carte de souplesse de la surface usinée correspondant au terme de plus grande flexibilité, c'est-à-dire le
terme défini au chapitre 5.2.1. Pour la configuration originale du bridage (figure 190), deux zones sontS3
très en porte-à-faux par rapport aux supports. Par conséquent, elles présentent une très grande flexibilité
(jusqu'à 391 µm/kN).

On peut imaginer un certain nombre de configurations possibles. Nous en avons testé deux. Si l'on
déplace un des supports vers l'extrémité droite de la pièce (figure 191), la flexibilité diminue de manière
très importante : 236 µm/kN. Si en plus l'on déplace le support inférieur vers la gauche (figure 192), la
flexibilité atteint 200 µm/kN, ce qui correspond à la moitié de celle du bridage original.
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Figure 190 : configuration originale du bridage (pièce vue d'en haut)

Figure 191 : configuration du bridage n°1

Pour cette application, nous n'avons comparé l'effet du bridage que sur la souplesse au niveau de la
surface usinée. En pratique, on peut visualiser cet effet sur plusieurs surfaces à la fois. Par exemple, pour
le carter, on pourrait également prendre en compte les alésages qui permettent de fixer les roulements
des axes de la boîte de vitesses. L'intérêt d'un schéma de résolution adapté (superélément et inversion)
est bien mis en évidence : l'obtention de la carte de souplesse pour une configuration du bridage ne
requiert qu'une minute de calcul environ, ce qui permet d’effectuer de nombreux tests et de se faire ainsi
une idée précise des améliorations à apporter. De plus, lors des discussions entre le bureau d'études et
celui des méthodes, la possibilité de quantifier l'influence d'une modification de la pièce ajoute beaucoup
de poids aux arguments de ce dernier.
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Figure 192 : configuration du bridage n°2

Figure 193 : maillage du carter et zones de fixation; brides en rouge, supports en vert et appuis anti-poussée en jaune

6.4. Collecteur d’échappements

6.4.1. Présentation

Le collecteur d'échappements (RENAULT) est illustré à la figure 193. Il est fixé en cinq points par des
couples bride/support et supporté par cinq appuis anti-poussée. La face d'accouplement avec la culasse
est fraisée en bout. Le but de cette application est de montrer :

 l'influence de l'outil,
 celle de la trajectoire,
 l'effet d'un posage hyperstatique.
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Figure 194 : modélisation des supports et des
appuis anti-poussée

Figure 195 : carte de souplesse de la surface usinée; la plus grand flexibilité de chaque noeud est
affichée (cf. chapitre 5)

Figure 196 : défaut dû au serrage de la pièce

6.4.2. Modélisation et calculs

Le collecteur est réalisé en fonte ( ). La création du superélément, qui comprend laE  165000 MPa
surface usinée et les 15 zones de bridage, prend environ 60 secondes. Pour les brides, les supports et les
appuis anti-poussée, nous définissons des axes locaux cartésiens où le troisième axe est normal à la
surface. Les appuis anti-poussée sont modélisés par des conditions de contact et une raideur selon la
direction normale (figure 194). Pour les supports et les brides, on considère des raideurs selon les trois
directions.

L'obtention de la matrice de flexibilité prend environ 90 secondes. La figure 195 illustre la carte de
souplesse de la surface usinée. Les zones les plus souples sont celles se trouvant de part et d'autre des
lignes joignant la bride au support qui se trouve en vis-à-vis.
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Figure 197 : dents en prise pour une fraise à 12 plaquettes (insert en anglais)

Figure 198 : dents en prise pour une fraise à 16 plaquettes

Figure 199 : dents en prise pour une fraise à 20 plaquettes

L'effort de serrage appliqué par chaque bride est de 20000 N. Le défaut imputable au serrage seulement
est illustré à la figure 196. Il est relativement peu élevé (environ 8 µm) étant donné que les brides
appuient à peu près en vis-à-vis des supports.

6.4.3. Influence de l'outil

Une fois que la matrice de flexibilité est obtenue, le calcul du défaut de la surface usinée ne demande pas
plus de 5 secondes, ce qui permet d'effectuer de nombreux tests. Nous allons d'abord déterminer
l'influence de l'outil sur le défaut. L'outil est une fraise de diamètre égal à 200 mm. L'axe de la fraise est
dépincé de 0.3 mm pour 1000 pour ne pas recouper la surface usinée. La profondeur de passe est de 1.5
mm et l'avance par dent de 0.2 mm. Pour calculer les efforts de coupe, on considère une pression
spécifique de coupe  de 1900 MPa, un exposant  de 0.2 et un coefficient de frottement  de 0.6.kc1.1 mc µ

Dans un premier temps, nous déterminons l'effet du nombre de dents de la fraise sur le chargement de
la pièce. La trajectoire de l'outil est centrée sur les conduits d'échappements. Les figures 197 à 201
montrent la carte du nombre de dents en prise durant l'usinage pour une fraise comportant de 12 à 28
plaquettes. L'interprétation d'une telle carte est la suivante : la valeur entière affichée en un noeud de la
surface usinée indique le nombre de dents qui coupent la matière à cet instant; par exemple, une valeur
égale à deux signifie qu'une dent se trouve sur le noeud considéré et qu'une autre dent est également en
train de couper la matière.
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Figure 200 : dents en prise pour une fraise à 24 plaquettes

Figure 201 : dents en prise pour une fraise à 28 plaquettes

Figure 202 : défaut obtenu avec une fraise à 12 plaquettes

Figure 203 : défaut obtenu avec une fraise à 28 plaquettes

Pour une fraise à 12 plaquettes, il y a quasiment toujours une seule dent en prise, ce qui signifie que la
dent coupe la matière puis sort avant qu'une autre dent n'entre. Cette situation n'est pas idéale car le retour
en position continuel de la pièce provoque des chocs qui réduisent la durée de vie des plaquettes. Ce cas
de figure se produit toujours dans le cas d'une paroi mince sur laquelle une seule dent coupe à la fois.
Lorsque le nombre de plaquettes augmente, la zone correspondant à deux dents en prise grandit jusqu'à
ce qu'une zone à 3 dents en prise apparaisse pour une fraise à 24 plaquettes.



Chapitre 6 - Applications page 164

Figure 204 : défaut obtenu pour une trajectoire décalée à gauche

Figure 205 : défaut obtenu pour une trajectoire décalée à droite

Plus le nombre de dents en prise est grand, plus les efforts appliqués sur la pièce sont élevés, ce qui
engendre un défaut de forme plus important. Les défauts obtenus pour les deux cas extrêmes (12 et 28
plaquettes) sont présentés aux figures 202 et 203. Il est presque deux fois plus élevé dans le cas de la
fraise à 28 plaquettes.

A conditions de coupe égales (vitesse de coupe, avance par dent et diamètre de la fraise), la vitesse
d'avance augmente linéairement avec le nombre de plaquettes et, par conséquent, le débit de copeaux et
la productivité augmentent de la même manière. Par contre, l'accroissement du nombre de dents en prise
favorise l'apparition du broutement. Pour régler une opération d'usinage, il faut trouver le meilleur
compromis possible entre différentes situations contradictoires.

6.4.4. Influence de la trajectoire

L'influence de la trajectoire sur le défaut de la surface est de plusieurs natures : modification de
l'orientation et de l'intensité des efforts de coupe, variation du nombre de dents en prise, … Dans certains
cas, une simple inversion du sens d'avance de l'outil peut réduire considérablement le défaut de forme
[mas01a]. Nous testons ici différentes trajectoires possibles avec la fraise à 28 dents.

Le défaut obtenu pour une trajectoire centrée est illustré à la figure 203. Lorsque la trajectoire est décalée
de 35 mm vers la gauche dans le sens d'avance, le défaut augmente (40.3 µm). Pour un décalage identique
vers la droite, le défaut diminue (23.5 µm).

La rigidité de la pièce est plus grande selon la direction longitudinale (direction d'avance) que selon la
direction perpendiculaire. Lorsque la fraise se trouve à droite de la pièce, la résultante des forces de
coupe est plus orientée selon la direction de plus grande rigidité que lorsqu'elle se trouve à gauche (cf.
figure 176, chapitre 5). Par ailleurs, la carte du nombre de dents en prise est sensiblement modifiée avec
le décalage (figures 206 et 207), ce qui change également le défaut.
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Figure 206 : dents en prise pour un décalage à gauche

Figure 207 : dents en prise pour un décalage à droite

Figure 208 : dents en prise (en jaune) et dents
inactives (en bleu)

La figure 208 montre une position particulière de la fraise et la localisation des dents pour cette position.
On voit que la topologie de la surface joue un grand rôle dans l'évolution du nombre de dents en prise.

6.4.5. Influence du bridage

Le montage du collecteur d'échappements est hautement hyperstatique. En effet, si l'on excepte les appuis
anti-poussée, lorsque l'on pose la pièce sur les cinq supports, il ne peut y en avoir que trois qui sont
effectivement en contact avec la pièce. La face sur laquelle repose la pièce est une surface brute de
fonderie. Les déviations de forme d'une telle surface peuvent être relativement élevées. Comme les quatre
supports des conduits d'échappements sont quasi alignés, la pièce touchera toujours le support inférieur
et entrera en contact avec deux supports supérieurs dans le pire des cas (figure 209), et quatre supports
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Figure 209 : deux dispositions possibles de la pièce par rapport aux quatre supports
supérieurs

Figure 210 : défaut pour un décalage du support n°1

Figure 211 : défaut pour un décalage du support n°2

dans le meilleur des cas.

Selon la localisation et l'amplitude des jeux , la pièce se déformera plus ou moins lors du serrage. Afin
de déterminer la sensibilité du défaut engendré par le serrage par rapport aux imperfections de la pièce
brute, nous modélisons le problème avec des conditions de contact au niveau des supports. Les
différentes situations possibles sont prise en compte en introduisant une borne supérieure  sur lesU
degrés de liberté de contact : pour modéliser un support en contact, on fixe la borne  à zéro et pour unU
support qui n'est pas en contact, on la fixe à une valeur qui reflète la déviation de forme maximale max
de la pièce brute. Pour le collecteur, nous avons choisi une valeur de 50 µm. Les figures 210 à 215
illustrent le défaut dû au serrage pour quelques situations possibles.
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Figure 212 : défaut pour un décalage du support n°3

Figure 213 : défaut pour un décalage du support n°4

Figure 214 : défaut pour un décalage des supports n°1 et 4

Figure 215 : défaut pour un décalage des supports n°2 et 3

Ce type d'analyse permet de juger si les risques de déformations dues aux imperfections de la surface
d'appui de la pièce sont importants ou non. Si c'est le cas, il faut alors faire appel à des systèmes de
fixations plus évolués. Par exemple, dans le cas du collecteur d'échappement, on pourrait imaginer la
solution suivante : des supports statiques pour les supports 1 et 4 et le support inférieur et des supports
mobiles hydrauliques pour les supports 2 et 3. On pose d'abord la pièce sur les trois premiers supports
(figure 216a), ce qui correspond à un posage isostatique. Ils sont en contact avec la pièce quelle que soit
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serrage

support inférieur
supports amovibles hydrauliques

serrage

support inférieur
mise en position puis blocage

(c)

(a)

(b)

Figure 216 : ordre des opérations pour une système à supports amovibles hydrauliques

la forme de la surface d'appui. Ensuite, on sert les brides correspondantes puis on met en contact les
supports 3 et 4, qui sont alors bloqués (figure 216b). Finalement, on serre les deux dernières brides
(figure 216c). Cette solution est évidemment beaucoup plus coûteuse que la solution classique, ce qui
justifie pleinement le fait de vérifier son opportunité. Notons que, pour cette application, nous avons pris
une valeur de  de seulement 50 µm. En pratique, les pièces brutes peuvent présenter des déviationsmax
de forme beaucoup plus grandes, allant jusqu'à quelques dixièmes de millimètres pour certains procédés
de fonderie.

6.5. Disques de freins

6.5.1. Présentation

Les disques de freins sont très difficiles à usiner car ce sont des pièces minces et élancées. L’exemple
présenté ici est un double disque de frein de grand diamètre (324 mm). Il est réalisé en trois opérations
avec deux montages différents (figure 217) : un serrage en mandrin avec des doubles mors pour la
première opération (opération 110) et un serrage intérieur du bol avec un mandrin à six mors expansibles
pour les deux autres (opérations 120 et 130).

Pour l’opération 110, la piste intérieure du disque est ébauchée (dressage au tour). Les mors sont en
forme de coins à 90° et s’insèrent entre les deux pistes du disque de frein. Comme il y a 3 doubles mors,
cela correspond à 12 points de contact entre la pièce et le dispositif de serrage. L’utilisation d’un tel
système de bridage comporte immanquablement des risques de déformation de la pièce lors du serrage.
En effet, la pièce brute, réalisée en fonderie, présente des déviations de forme importantes, ce qui ne
permet d’assurer le contact que sur une partie des 12 points de serrage. La dissymétrie des points de
fixation entraîne toujours une déformation de la pièce.
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piste extérieure

ailette

serrage
serrage

serrage en 3 doubles
mors (opération 110)

serrage intérieur en
mandrin expansible

(opération 120 et 130)

piste intérieure

Figure 217 : montages du disque et modèle d’éléments finis (AUTO-CHASSIS INTERNATIONAL, ACI)

Figure 218 : raideurs équivalentes des mors; direction
radiale en bleu, tangentielle en vert et axiale en rouge

6.5.2. Modélisation et calculs

Le disque de frein est réalisé dans une fonte dont le module de Young vaut 102000 MPa. Le maillage du
disque est illustré à la figure 217. Il comporte environ 55000 éléments et 550000 degrés de liberté. Nous
conservons dans le superélément les 12 zones de fixation et seulement une partie de la piste intérieure,
de manière à ne pas avoir un superélément de trop grande taille. Le temps de création du superélément
avec SAMCEF est de 25 minutes environ.

Un système d’axes cylindriques est utilisé pour définir les conditions aux limites. Pour chaque zone de
serrage, on définit des raideurs ,  et  équivalentes à celles des mors (figure 218).kr k kz

Les forces de serrage ont été mesurées : chaque double mors applique un effort radial de 17500 N, ce qui
correspond à 4375 N par zone de serrage. Dans le cas où l’on considère que le serrage est parfait, c’est-à-
dire que l’effort de serrage est réparti uniformément sur les 12 zones, le défaut engendré par les efforts
de bridage est très petit, moins d’un micromètre. Les efforts de coupe ont été déterminés par la firme ACI.
Ils valent :

– force de coupe : Fc  1698 N
– force d'avance : Ff  841 N
– force passive : Fp  1109 N
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Figure 219 : défaut dû aux seules forces de coupe Figure 220 : battement axial calculé

Figure 221 : battement axial mesuré (un point
de mesure tous les 20°)

Le défaut obtenu par calcul est présenté à la figure 219. Le battement axial calculé sur une ligne de noeud
située à une distance de 157 mm de l’axe de rotation de la pièce est illustré à la figure 220. Il a la forme
d’un trilobe, ce qui est logique vu la configuration du bridage, et son amplitude est de 40.2 µm.

Le battement axial mesuré sur des pièces prélevées juste après l’opération 110 n’a pas du tout la même
forme ni la même amplitude (figure 221). De plus, d’une pièce à l’autre, la forme de la courbe de
battement varie énormément.

La décomposition en séries de Fourier des courbes de battement mesurées, soit

(143)z ( )  A0  
N

i  1
Ai cos ( i  i )

où  et  sont l’amplitude et la phase du terme d’ordre , permet de constater que le défaut comporte:Ai i i

– une composante trilobée, constante en amplitude et en phase, se retrouvant dans toutes les mesures;
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Figure 222 : évolution de l’amplitude des composantes bilobées et
trilobées en fonction du nombre de pièces usinées par les deux

machines

Figure 223 : deux zones inactives croisées pour un seul double mors (a) et
situation identique mais sur deux doubles mors (b)

– une composante en forme de bilobe (ordre 2), dont l’amplitude et la phase changent complètement
d’une pièce à l’autre.

Au total, six pièces ont été mesurées : pour trois niveaux d'usure de l'outil (après 100, 1000 et 2000 pièces
usinées) et sur deux machines-outils. L’évolution des amplitudes  (bilobe) et  (trilobe) est donnéeA2 A3
à la figure 222. L’amplitude du trilobe augmente régulièrement avec l’usure de l’outil. Pour un outil neuf,
elle correspond exactement à l’amplitude du trilobe obtenu par calcul (figure 220).

Par contre, l’amplitude du bilobe varie de manière incohérente. A notre sens, la composante bilobée que
l’on retrouve dans les mesures de battement provient de la déformation du disque engendrée par le
serrage. En effet, selon les déviations de forme de la pièce brute, le nombre effectif de points de serrage
est nécessairement inférieur à 12 et ils peuvent se répartir différemment d’une pièce à l’autre.

On peut modéliser par éléments finis un serrage non uniforme en considérant que certaines zones de
serrage sont inactives, c’est-à-dire que le mors n’appuie pas sur la pièce à cet endroit. Comme il y a
douze zones de serrage, les combinaisons possibles sont nombreuses. Nous en avons examiné deux : deux
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Figure 224 : première possiblité Figure 225 : battement axial correspondant

Figure 226 : seconde possibilité Figure 227 : battement axial correspondant

zones croisées sont inactives pour le même double mors (figure 223a) ou quatre zones sur deux doubles
mors sont inactives (figure 223b). Dans les deux cas, le serrage seul entraîne une torsion du disque. Il
se soulève d'un côté, ce qui produit un défaut négatif (en bleu sur les figures 224 et 226), et descend de
l'autre, ce qui correspond à un défaut positif (en rouge). Les courbes de battement correspondantes sont
illustrées aux figures 225 et 227.

Il n'est pas évident de reproduire par calcul le même effet que celui observé sur les mesures. Cependant,
on constate bien qu'un serrage non uniforme de la pièce entraîne l'apparition d'un bilobe. Lorsqu'on
calcule l'effet simultané des forces de coupe et d'un serrage non uniforme, on trouve un défaut qui
s'approche en forme et en amplitude des défauts mesurés expérimentalement (figure 228 et 229).

Lors de cette opération, le serrage provoque également un défaut important lorsqu'on usine le bol du
disque. Or, la pièce est fixée sur ce dernier pour les opérations 120 et 130. Dès lors, le problème de
bridage de l'opération 110 se répercute sur les deux autres opérations et les pièces finies présentent des
défauts relativement importants dont la forme varie d'une pièce à l'autre. Pour cette application, la
simulation n'est pas utilisée pour prévoir des défauts mais plutôt pour déterminer la cause d'un problème.
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Figure 228 : défaut dû aux forces de coupe et à un serrage non uniforme Figure 229 : battement axial correspondant

Figure 230 : serrage en 3 mors simples d'un disque de frein Figure 231 : appuis disposés sous le disque

6.5.3. Prise de pièce non-déformante

Dans le cas du disque présenté ci-dessus, le problème est dû à une mauvaise conception du bridage.
Contrairement à une idée répandue, la multiplication des points de serrage n'est pas une bonne pratique.
Elle entraîne toujours une déformation de la pièce, en particulier lorsqu'il s'agit d'une pièce brute.
Lorsque l'on conçoit un bridage, il faut autant que faire se peut s'approcher de l'isostatisme. Dans le cas
du double disque de frein, des mors simples auraient sans doute conduit à de bien meilleurs résultats.

Pour le disque de frein présenté à la figure 230, le bridage est plus conforme aux règles de bonne
pratique. Il est serré dans un mandrin à trois mors simples et posé sur trois appuis se trouvant au droit
des mors (figure 231). Le battement axial mesuré sur un cercle au milieu de la surface usinée (coloriée
en bleu) a bien une forme de trilobe. Pour cet exemple, la simulation donne un défaut de battement de
14.6 µm alors que le défaut mesuré est de 14.4 µm [mas03a].
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Figure 232 : principe du frein à tambour (a) et maillage de la pièce (b)

Figure 233 : montage du tambour de frein; la couronne d’appui est dessinée en noir,
les double mors en brun et le tambour de frein en bleu foncé (AUTO-CHASSIS

INTERNATIONAL)

6.6. Tambour de frein

6.6.1. Présentation

Sur les tambours de freins, les tolérances sur la surface de contact avec le dispositif de freinage (figure
232) sont extrêmement fines de manière à assurer un freinage efficace. La tolérance de forme que l'on
doit respecter est le battement radial. Cette pièce est réalisée en tournage. Son usinage est très difficile
car il n'est pas aisé de la maintenir en position sans la déformer.

L'opération étudiée est l'alésage au tour de la partie intérieure du tambour. Celui-ci est maintenu en
position par trois mors doubles non-palonnés et supporté par une couronne d'appui (figure 233). Le
serrage s'effectue au niveau de la base du tambour de manière à le déformer le moins possible. L'intérêt
de cette application est de mettre en évidence l'influence de la flexibilité du dispositif de bridage sur le
défaut de la pièce.

6.6.2. Modélisation

La pièce est réalisée en fonte globulaire GL09 ( , ). Elle est maillée en élémentsE  120000 MPa  0.3
tétraédriques du second degré. Le modèle comporte 548000 degrés de liberté. Dans le superélément, on
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Figure 234 : défaut obtenu

Figure 235 : battement radial

ne garde que le haut de la surface usinée, les six zones de serrage et les noeuds situés sur la zone de
contact entre la couronne d'appui et la base du tambour. La création du superélément requiert environ
30 minutes de calcul.

Les mors sont modélisés par des ressorts dont les raideurs équivalentes selon les trois directions , kr k
et  ont été déterminées par voie numérique. Les forces de serrage dynamiques appliquées selon lakz
direction radiale ont été estimées à 13000 N par mors, soit 6500 N sur chacune des six zones de serrage.
Les efforts de coupe ont été calculés avec un logiciel utilisé chez ACI :

– force de coupe : Fc  1607 N
– force d'avance : Ff  1084 N
– force passive : Fp  568 N

Le défaut obtenu est présenté à la figure 234. Le défaut de battement sur un cercle situé à la limite
supérieure de la surface usinée est tracé à la figure 235. Il présente une symétrie d’ordre 6 et une
amplitude très faible (13.6 µm) par rapport à ce qui est observé expérimentalement : une forme de trilobe
dont l’amplitude est de l’ordre de 40 µm.
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Figure 236 : carte de souplesse du double mors (a) et mode de déformation (b)

Figure 237 : défaut obtenu en intégrant les mors dans le modèle d’éléments finis

Cette différence vient du fait que la modélisation adoptée, qui consiste à remplacer les éléments de
bridage par des raideurs équivalentes, n’est pas valable ici. En effet, les mors sont extrêmement flexibles
et, par conséquent, leur mode de déformation ne peut être modélisé par de simples éléments de raideur.
Lorsque l’on détermine la flexibilité des mors par éléments finis (figure 236a), on constate que le double
mors fléchit et que les deux zones de serrage s’ouvrent (figure 236b).

6.6.3. Intégration des mors dans le modèle

Pour prendre en compte l’effet de la grande flexibilité des mors, il convient de les intégrer au modèle de
la pièce. Comme les deux maillages ne coïncident pas au niveau des six zones de contact, il faut utiliser
des éléments de collage (cartes .stick dans SAMCEF). Le modèle complet comprenant la pièce et les trois
doubles mors est illustré à la figure 237. Pour les conditions aux limites, on fixe les composantes axiales
et tangentielles des zones correspondant aux trous de serrage des mors. La composante radiale est laissée
libre et on applique selon cette direction l’effort de serrage total du mors (13000 N). Les conditions de
contact sont conservées au niveau de la couronne d’appui.
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Figure 238 : battement radial

L’amplitude du défaut n’a pas tellement évolué par rapport au premier calcul. Par contre, la forme du
défaut est très différente. On a maintenant un défaut présentant une symétrie d’ordre trois, c’est-à-dire
un trilobe, ce qui correspond mieux à la physique du problème. L’erreur de battement sur le même cercle
que précédemment est illustrée à la figure 238. L’amplitude est beaucoup plus élevée (38 µm) et assez
proche de la mesure.

Lorsque l’on examine les déplacements normaux pour les noeuds de la zone de contact, on constate que
la pièce est constamment décollée de la couronne d’appui d’au moins trois centièmes de millimètres.
Dans ce cas, les mors utilisés sont manifestement trop souples car ils ont tendance à soulever la pièce lors
du serrage, ce qui rend la couronne d’appui inutile. De plus, la carte de souplesse des mors (figure 236a)
montre que les mors ne sont en contact avec la pièce que sur la partie centrale, les extrémités étant
décollées à cause de l’ouverture des mors.
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Figure 239 : carter F9; la face 500 est coloriée en bleu

6.7. Fraisage d’ébauche de carters-cylindres 

6.7.1. Présentation

Le fraisage d’ébauche de la face 500 des carters-cylindres F9 et F4 (moteurs RENAULT diesel) pose des
problèmes de broutement depuis l’installation de la ligne de production il y a environ vingt ans. Le
broutement engendre une usure prématurée des plaquettes de la fraise, ce qui oblige à changer le jeu de
plaquettes après un nombre de pièces usinées beaucoup plus petit que ce que permettraient des conditions
d’usinage standard. Le surcoût est estimé à 120 k€ par an [bel02].

Le broutement se produit sur les baignoires d’huile des carters (figure 239). Des analyses vibratoires ont
révélé que la fréquence de broutement se situe entre 3000 et 5000 Hz pour le carter F9. L’ébauche est
réalisée avec une fraise de 400 mm à 64 dents. La vitesse de rotation est de 92 tr/min, ce qui correspond
à une vitesse de coupe d’environ 115 m/min. La fréquence de passage des dents  est égale à 98 Hz.Z N
Pour atteindre la zone de stabilité inter-lobes la plus large, qui se trouve vers 3000 Hz, il faudrait
multiplier la fréquence de rotation de la fraise par 30 au moins, ce qui correspondrait à une vitesse de
coupe irréalisable pour la fonte. Il s’agit bien d’un cas où les lobes du diagramme de stabilité n’ont pas
d’intérêt.

6.7.2. Cartes de broutement

Les deux carters sont modélisés avec des éléments tétraédriques du second degré. Ils sont réalisés dans
une fonte dont les caractéristiques sont : module de Young  et coefficient de PoissonE  121000 MPa

. Pour créer les superéléments, on définit les zones de bridage (sur les deux faces latérales) et 0.27
les surfaces usinées (faces 500). Pour le carter F9, le système comporte également un support anti-
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Figure 240 : carte de broutement de la face 500 du carter F9

Figure 241 : carte de broutement de la face 500 du carter F4 (vue partielle de la surface
usinée)

poussée qui appuie avec une pression constante à peu près au milieu de la baignoire d’huile. Tous les
points de fixation des carters sont modélisés en fixant les degrés de liberté dans les trois directions.

Pour calculer les cartes de broutement, nous avons utilisé les paramètres décrits ci-dessous. La trajectoire
de l’outil est centrée sur les cylindres. Les efforts de coupe sont calculés à partir des données du fabricant
d’outil :

– pression de coupe : kc1.1  1300 MPa
– exposant de coupe : mc  0.25

Pour calculer les deux autres forces de coupe, on utilise un coefficient de frottement moyen  de 0.4.µ
L’angle de direction d’arête  est de 45°. L’avance par dent est de 0.22 mm et la profondeur de passer
nominale est de 3 mm. A cause des dispersions sur l’épaisseur des pièces en fonderie, l’engagement peut
atteindre 4 mm. Une analyse vibratoire de la baignoire d’huile du carter F9 a permis de déterminer un
amortissement  d’environ 6% pour le premier mode de vibration.

Pour le carter F9, il y a trois zones où le risque de broutement est très important (figure 240). Pour le
carter F4, c’est principalement le milieu de la baignoire d’huile qui pose des problèmes (figure 241). Sur
les pièces sortant de la ligne de production, on constate des marques de broutement (figure 242) aux
mêmes endroits que dans le calcul.
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Figure 242 : marques de broutement Figure 243 : niveau de vibration en mm/s mesuré sur la partie centrale de la
baignoire d’huile du carter F9 en fonction de la hauteur de matière

Figure 244 : principe de la fraise étagée Figure 245 : fraise étagée

Sur le carter F9, des essais ont été réalisés dans trois configurations pour lesquelles la hauteur de matière
sur les baignoires d’huile avait été préalablement amenée à 1, 2 et 3 mm. Le niveau de vibration
augmente fortement lorsque la hauteur de matière coupée atteint 2 mm (figure 243). L’engagement limite
obtenu par calcul (1.81 mm) est tout à fait comparable à ce que l’on observe, ce qui montre que la
méthode développée fournit des résultats réalistes.

6.7.3. Solution du problème de broutement

La machine de production est une machine-transfert sur laquelle il y a très peu de possibilités de réglage.
Seule la vitesse de rotation peut être modifiée, ce qui ne permet pas de résoudre le problème. La solution
imaginée et réalisée par l’équipe d’ingénierie process RENAULT [bel03] a été de développer une fraise
étagée en collaboration avec le fournisseur d’outils SANDVIK-COROMANT. Le principe est de disposer sur
l’outil deux étages de plaquettes de manière à ce que chaque étage coupe environ la moitié de la hauteur
de matière (figure 244). De plus, les dents sont disposées sur la fraise de façon à ce qu’une seule soit
engagée sur les baignoires d’huile à un instant donné (figure 245). Les plaquettes du premier étage
coupent 1.5 mm tandis que celles du second coupent entre 1.5 et 2.5 mm à cause de la dispersion des
pièces brutes.

Cette fraise a été validée récemment sur la ligne de production. Le broutement a quasiment disparu : il
se produit encore légèrement sur certaines pièces où la surépaisseur du brut est plus élevée (4 mm). Le
nombre de pièces usinées avec le même jeu de plaquettes a considérablement augmenté (1200 à la place
de 500). De plus, l'erreur de planéité de la face a diminué.
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Figure 246 : carte de broutement pour le premier étage (carter F9)

Figure 247 : carter-cylindres D4

Les caractéristiques de la fraise étagée sont :

– premier étage :  et D  400 mm r  53.8°
– second étage :  et D  430 mm r  60°

Avec ces valeurs, on détermine les cartes de broutement pour chaque étage de la fraise dans le cas du
carter F9. L’allure des cartes (figure 246)  est la même que celles obtenues précédemment. La profondeur
de passe admissible est de 2.13 mm pour le premier étage et de 2.37 mm pour le second, ce qui montre
que l’on se trouve à la limite du broutement si la surépaisseur du brut est de 4 mm.

6.7.4. Amélioration des paramètres d’usinage

Pour le cas des carters F9 et F4, il n’est pas possible de modifier les paramètres d’usinage. Pour illustrer
leur influence, nous étudions le cas du carter-cylindres D4, qui est usiné sur une ligne flexible. Il est fixé
en quatre points sur les faces 100 et 300 (figure 247).
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Figure 248 : influence du sens de rotation de la fraise (horlogique et anti-
horlogique)

Figure 249 : influence du décalage de la trajectoire (sens horlogique)

On considère une fraise de 400 mm dont l’angle d’attaque  est de 45°. Le sens de rotation de la fraiser
influence la manière dont la vibration est excitée par l'intermédiaire du coefficient directionnel . Pouru
une trajectoire centrée sur les cylindres, lorsque la fraise tourne dans le sens horlogique, nous obtenons
la carte de broutement illustrée sur le graphique de gauche de la figure 248. L’engagement limite est de
1.7 mm. Lorsque la fraise tourne dans le sens anti-horlogique, cette valeur tombe à 1.19 mm.

Le décalage de la trajectoire modifie également le coefficient directionnel et la carte de broutement. La
figure 249 illustre le cas d'une trajectoire décalée de 25 mm respectivement vers la gauche et vers la
droite par rapport au sens d'avance.

L'angle de direction d'arête  a également une grande influence sur le broutement. Pour une trajectoirer
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Figure 250 : carte de broutement pour un
angle  de 80° (sens horlogique)r

alim
(min)

Figure 251 : influence de l’angle de direction d’arête r

centrée et un sens de rotation horlogique, la carte de broutement obtenue avec un angle de direction
d’arête de 80° est illustrée à la figure 250. L'évolution de la valeur minimale de l'engagement limite a (min)

lim
avec l’angle  est tracée à la figure 251. Elle croît quasi linéairement avec , ce qui n’est pas évidentr r
a priori vu le nombre de termes qui sont influencés par l’angle de direction d’arête.



Conclusion
Pour établir une gamme d'usinage conforme au cahier des charges, le concepteur doit prendre en compte
de nombreux facteurs. Les outils numériques actuels permettent d’en gérer efficacement un certain
nombre, comme les chaînes de cotes, les temps de cycle, les collisions outil/pièce, …, mais ils ne sont
pas encore en mesure de couvrir toute la problématique posée par l'usinage de pièces en grande série.

Partant de ce constat, nous avons développé un outil de simulation qui permet d'analyser deux aspects
majeurs de l'usinage, jusqu’à présent peu ou pas couverts par les outils disponibles : les défauts
géométriques des surfaces usinées et les vibrations auto-excitées, autrement dit le broutement. Ces
problèmes font tous deux intervenir la rigidité du système. Dans ce travail, nous nous sommes limités
à des applications pour lesquelles seuls les éléments de fixation et la pièce usinée sont flexibles, ce qui
est propre à la plupart des applications du domaine automobile.

-  -

L’erreur de forme de la surface usinée est engendrée par les déformations du système. Celles-ci sont
calculées par la méthode des éléments finis. Un des points originaux de ce travail est de construire la
forme de la surface usinée à partir des défauts nodaux, c'est-à-dire des hauteurs de matière laissées par
l'outil aux noeuds du maillage représentant la surface. Cette méthode permet de s'affranchir de toute
forme d'interpolation autre que l'interpolation naturelle des éléments finis.

Les sollicitations du système sont les efforts de serrage et les forces de coupe développées par l'outil. Ces
dernières sont appliquées sur la projection des arêtes de coupe de manière à prendre en compte les
entrées et sorties progressives des plaquettes. En fraisage, la recoupe par l’outil de la surface usinée est
également modélisée, de manière à régler au mieux le dépinçage de la fraise. 

Le modèle adopté requiert le calcul d'un grand nombre de déformées. Afin de rendre le calcul efficace,
nous avons développé un schéma d'analyse spécialement bien adapté à cette situation particulière : dans
un premier temps, la méthode du superélément permet de limiter la taille du système aux seuls degrés de
liberté qui interviennent explicitement dans la modélisation de l'opération d'usinage (ceux des surfaces
usinées et des zones de fixation); la matrice de raideur du superélément est ensuite inversée après
application des conditions aux limites; enfin, les déformées de la structure sont calculées pour obtenir
la forme de la surface usinée. En outre, les problèmes de décollements d'appuis ou de surfaces d'appuis
imparfaites peuvent être pris en compte en introduisant des conditions aux limites de contact.

A partir de la géométrie de la surface usinée, l'erreur de forme est calculée grâce à un algorithme original
basé sur la minimisation des normes d'ordre p. Il est fondé sur la propriété de ces normes de tendre vers
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la fonction à minimiser lorsque l'exposant tend vers l'infini. La convergence vers la solution optimale est
atteinte en minimisant d'abord la norme d'ordre 2 puis les normes successives d'ordre supérieur en
augmentant progressivement l'exposant. De nombreux tests ont montré que cet algorithme, applicable
à toutes les erreurs de forme, est particulièrement fiable, même lorsque le problème comporte un grand
nombre de minima locaux.

-  -

Dans ce travail, le broutement est modélisé grâce à une méthode approchée qui s'appuie sur la théorie
établie par Tlusty. L'originalité de la méthode est de ne pas faire intervenir les modes et les fréquences
propres, alors même qu'il s'agit d'un problème de vibration. En fraisage, cette méthode n'est applicable
qu'au cas des parois minces pour lesquelles une seule plaquette est en prise à la fois. Ce manque de
généralité est compensé par le fait que le broutement se produit le plus souvent sur les parties les plus
flexibles de la pièce comme par exemple les baignoires d'huile ou les voiles minces qui assurent
l'accouplement entre le carter-cylindres et la boîte de vitesses.

Son principal avantage par rapport à des méthodes plus évoluées est de ne faire appel qu'à la matrice de
souplesse du superélément. Une fois celle-ci obtenue, l'influence des paramètres d'usinage (trajectoire,
géométrie de coupe, diamètre de la fraise) peut être visualisée instantanément au moyen d'une carte de
broutement, qui indique la profondeur de passe limite en chaque noeud de la surface usinée. Lors de la
phase de conception d'une gamme d’usinage, un tel outil d'analyse permet à la fois de mettre en évidence
les éventuels problèmes de broutement et de dégager des solutions possibles.

-  -

Parallèlement aux développements théoriques, un logiciel de simulation, appelé FEMS (Finite Element
Machining Simulation), a été écrit. A partir d'un modèle d'éléments finis standard (SAMCEF ou NASTRAN),
il permet de réaliser toutes les étapes de la modélisation depuis la création de groupes de noeuds jusqu'à
l'analyse des résultats. Un soin particulier a été apporté à la convivialité, à la rapidité et au
développement de fonctions adaptées à ce type de simulation. Le logiciel est actuellement en phase de
déploiement chez nos deux partenaires industriels, RENAULT (Powertrain Division, Rueil-Malmaison,
Paris) et ACI (Auto-Chassis International, Le Mans). Un tel logiciel constitue la base idéale pour intégrer
de futurs développements en simulation de l'usinage.

-  -

A ce stade, nous avons intégré deux aspects très importants de l'usinage, ce qui couvre déjà un large
éventail des problèmes rencontrés. En effet, les déformations de la pièce et du système de fixation sont
systématiques, en ce sens qu'elles se produisent pour toutes les opérations d'usinage. Néanmoins, au cours
de la recherche, d’autres problèmes ont été identifiés : les déformations d’outils, les problèmes
thermiques et les problèmes de contraintes résiduelles.

Pour élargir le champ d’application du logiciel développé, l’extension la plus immédiate consisterait à
introduire l'outil et la broche dans le système étudié. Dans la plupart des cas, leur flexibilité peut être
prise en compte avec des modèles de poutres. Pour les broches, dont le comportement est généralement
non-linéaire [pru93a, pru93b], il suffirait de déterminer a priori l'évolution du déplacement et de la
rotation en bout de broche en fonction de la charge. Pour les usinages intérieurs (barres-à-aléser, outils
d'alésage au grain), la prise en compte de la flexibilité de l'outil s'avère indispensable dans les problèmes
de broutement.
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En ce qui concerne les déformations thermiques, leur prise en compte est nécessaire pour le traitement
des pièces en alliage d'aluminium, au moins dans les deux situations suivantes : lorsque la pièce reste sur
le même montage pendant un certain nombre d'opérations et lorsqu'elle est arrosée pour être portée à la
température de référence. Dans les deux cas, un simple calcul thermique en stationnaire devrait permettre
d'obtenir de bons résultats. Notons que l’introduction d’une distribution de températures équivaut à la
définition de charges nodales qui peuvent être condensées dans le superélément, ce qui permet d'adopter
le même schéma de résolution que celui présenté dans ce travail.

Pour modéliser plus finement les problèmes de vibration auto-excitée, on pourrait utiliser un
superélément dynamique à la place du superélément statique. Dans ce cas, la matrice de masse de la
structure est condensée de la même manière que la matrice de raideur, ce qui permettrait de calculer les
modes et les fréquences propres de la pièce et de s'affranchir des approximations que nous avons
adoptées.

Enfin, il serait intéressant de pouvoir prendre en compte les contraintes résiduelles qui, pour certaines
applications, ont une influence notable sur le défaut. Ce développement est sans conteste le moins évident
à réaliser car il se heurte à un certain nombre de difficultés : d’une part, la détermination numérique de
la forme du champ de contraintes résiduelles et de son amplitude est très ardue, spécialement pour celles
engendrées par la coupe; d’autre part, leur mesure expérimentale est difficile; enfin, il n'existe pas, à
notre connaissance, de travaux portant sur l'effet d'un champ de contraintes déséquilibré (par l'enlèvement
de matière dû à l'usinage) sur les déformations d'une pièce. Dès lors, le travail à accomplir est très
conséquent.
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